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Тогда найдётся единственное решение.
Из уравнений (2) видно, что система непротиворечива, если только y0 + 

+ y1 + y2 + … + yn = 0.
Представим себе, что Xi и  Yi  — это векторы n-мерного пространства, 

и  пусть они удовлетворяют вышеприведённым уравнениям  (2). Рассмотрим 
n-мерный симплекс с  вершинами X0, X1, …,  Xn и  n-мерный параллелепипед, 
образованный векторами X1 – X0, X2 – X0, …, Xn – X0 (рис. 4).

Из уравнений измерений видно, что образующие векторы-рёбра паралле-
лепипеда (всего n штук) можно также записать как

1 1 2 1 2 4 1 2, , , , ny y y y y y y y y+ + + + + +   (здесь не участвует Y0),� (**)
либо как

1 1 2 1 2 3 0 1 2 0 0, , , , , , , , .n n n nY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y-+ + + - - - - - - -  � (***)

Рис. 4. К выводу формулы для оценивателя поправок  
к БШВ по МСИ вдоль замкнутой цепочки
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В  выражении  (***) не  участвует один средний  y или берётся полусумма 
для среднего y по двум направлениям вдоль цепочки — вперёд и назад — в за-
висимости от чётности n.

Центр симплекса с вершинами в точках X0, X1, X2, …, Xn выражается как 
(X0 + X1 + … + Xn–1 + Xn)/(n + 1). Из дополнительного условия видно, что 
центр симплекса совпадает с 0 — началом координат. Таким образом, реше-
ние задачи состоит из разностей между вершинами симплекса и его центром. 
Из-за циркулянтной симметрии задачи выражение для оценки X0 через Yi лег-
ко переписать и на оценки всех остальных Xi.

Вектор X0 коллинеарен вектору диагонали параллелепипеда, соединяю-
щей вершину X0 с противоположной вершиной параллелепипеда, а по длине 
он в n + 1 раз короче:

0 .
1

X
n

=-
+
d

Заметим, что искомые поправки xi, сводящие шкалы к их среднеарифме-
тическому композитному значению (в  данной постановке это  0), по  смыслу 
равны по абсолютной величине и обратны по знаку значениям Xi.

Выразим указанный вектор  d диагонали параллелепипеда через рёбра 
(***). Имеем

1 2 1( 1) 2 .n nn n -= + - + + +d Y Y Y Y

Можно это записать и в соответствии с (**). Например, если n — чётно, 
n = 2k, то

1 2 2 3 0( 1) 2 ( 1) .k k k nk k k k+ += + - + + - - - - - -d Y Y Y Y Y Y Y 

Если n — нечётно, n = 2k + 1, то

1 2 1 2 3 0( 2) 3 3 ( 2)
.

2
k k k k nn n n n+ + ++ - + + - - - - - -

=
Y Y Y Y Y Y Y Y

d
 

Во втором случае используются симметричные выражения по  двум пу-
тям, начиная от точки X0 — по возрастанию индексов до половины цепочки 
и, наоборот, с  противоположной стороны цепочки. Выражения для других 
неизвестных Xi получаются из выражения для X0 циклической подстановкой 
индексов в Y.

Данные соотношения выражены в  векторной форме, однако то же са-
мое будет для скалярных величин X0, X1, …, Xn и Y1, Y2, …, Yn, Y0, поскольку 
их можно рассматривать как векторы на прямой (вырожденный параллелепи-
пед, целиком вложенный в прямую). При аффинном проектировании парал-
лелепипеда все линейно-аддитивные соотношения сохраняются, они будут 
справедливы и для чисел (скаляров) на числовой прямой.

Далее мы не  будем использовать индекс  0, шкалы и  их показания будут 
занумерованы индексами от 1 до n. При длине цепочки n = 24 имеем следую-
щую формулу для линейного оценивателя величин поправок xi по измерени-
ям yi вдоль простой замкнутой цепочки месжпутниковых взаимодействий:

1
1 ;

24
=

d
x   1 24 2 23 11 14 12 13

1
23( ) 21( ) 3( ) ( )

.
2

- + - + + - + -
=

y y y y y y y y
d



� (3)
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Соответственно,

2
2 ;

24
=

d
x   2 1 3 24 12 15 13 14

2
23( ) 21( ) 3( ) ( )

2
- + - + + - + -

=
y y y y y y y y

d


и т. д.
Можно убедиться прямым вычитанием, что 1 2 1 1

1
24 24 ,

n

i- = - =åd d y y y  

поскольку, как уже говорилось, сумма всех измерений разностей показаний 
шкал, взятых при однонаправленном следовании по кругу, равна нулю (разу-
меется, с  точностью до  погрешностей измерений). Таким образом, 
Xj – Xj+1 = –yj, и система (2) удовлетворяется.

Коэффициенты линейного оценивателя для поправки  х1, отвечающие 
формуле  (3), составляют следующую строку чисел (значения округлены 
до двух знаков после точки):

0.48 0.44 0.40 0.35 0.31 0.27 0.23 0.19 0.15 0.10 0.06 0.02 -0.02 -0.06 -0.10 -0.15 
-0.19 -0.23 -0.27 -0.31 -0.35 -0.40 -0.44 -0.48.

Коэффициенты для полного набора поправок xi представлены на рис. 5.
Следует отметить, что в  сущности один и  тот же набор коэффициентов 

используется в формуле оценивателей для любого xi, что облегчает задачу рас-
чёта оперативных поправок. Дисперсию  d1 в  формуле  (3) можно рассчитать 
как дисперсию линейной комбинации 24 некоррелированных величин, каж-
дая с одинаковой дисперсией 2 ,yσ  коэффициентами при которых служат ве-
личины 0.5 (23, 21, 19, …, 1, 1, 3, …, 21, 23).

Рис. 5. Значения коэффициентов линейного оценивателя поправок к  показаниям 
24 БШВ по межспутниковым измерениям МЛНСС вдоль полной замкнутой цепочки 

МС-взаимодействий при синхронизации путём сведения к осреднённой КШВ



237

Синхронизация бортовых шкал времени НКА «Глонасс» с использованием межспутниковых измерений…

Таким образом, дисперсия величины  d равна 0,25 (232 + 212 + … + 32 + 
+ 1) ≈ 1/4×7500, следовательно, дисперсию оценки  xi можно примерно оце-
нить как 24–2×1276Dy = 2Dy, где  Dy  — средняя дисперсия ошибок попарных 
измерений yi.

При некоррелированных ошибках равноточных измерений  yi итоговая 
точность коррекции времени каждой БШВ и сведе´ния её к композитной шка-
ле выразится следующей формулой для простой циклической цепочки МС-
взаимодействий 24 НКА «Глонасс» при двухтерминальном варианте системы 
МЛНСС на каждом НКА: 2 1,41 .i y yxσ σ σ= × »

Анализ точности определения поправок по схеме оперативного 
использования межспутниковых измерений расхождений шкал 
вдоль полной замкнутой односвязной цепочки

Проведём более детальное исследование в  отношении точности оценивания 
xi по формулам (3). Напомним, что циркулянтной называется всякая квадрат-
ная n×n-матрица, которая перестановочна с базовой матрицей (оператором) 
круговой подстановки, действующей на вектор (x1, x2, …, xn), сдвигая его ком-
поненты по кругу:

(x1, x2, …, xn–1, xn) → (xn, x1, x2, …, xn–1).
Линейный оператор с  циркулянтной матрицей сохраняет инвариантны-

ми следующие два взаимно ортогональных подпространства в n-мерном век-
торном пространстве: прямую векторов с одинаковыми компонентами {(x, x, 
x, …, x)} и ортогональное ей (n–1)-мерное подпространство, задаваемое усло-
вием x1 + x2 +…+xn–1 + xn = 0.

Системе уравнений измерений (2) отвечает следующая матрица частных 
производных измеряемых параметров y по определяемым поправкам x:

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

.0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1

é ù-ê ú
ê ú-ê ú
ê ú= -ê ú
ê ú-ê ú
ê ú-ê úë û

A � (4)

Матрица A имеет ранг n–1, поэтому отвечающая ей форма точности име-
ет матрицу наблюдаемости ATA (с точностью до деления на σ2y), которая вы-
рождена и не может быть обращена обычным образом (в регулярном случае 
для МНК обратная матрица как раз представляет собой матрицу ковариаций 
ошибок оценивания определяемых параметров). Вырождение в  данном слу-
чае направлено вдоль вектора v = (1, 1, 1, …, 1)T, симметрично расположенно-
го относительно координатного репера в пространстве определяемых параме-
тров x1, x2, …, xn. Можно образно сказать, что матрица наблюдаемости исклю-
чительно сосредоточена на гиперплоскости Π, ортогональной этому вектору, 
а нулевая наблюдаемость вдоль этого вектора v отвечает бесконечно большим 
ошибкам вдоль этого вектора, если не  привлекать дополнительных связей 
или измерений.
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Матрица квадратичной формы точности W = ATA симметрична, имеет 
вид (здесь опущен размерный множитель 2,yσ-  связанный с  точностью 
измерений)

2 1 0 0 1
1 2 1 0 0

,0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
1 0 0 1 2

T

é ù- -ê ú
ê ú- -ê ú
ê ú= = - -ê ú
ê ú- -ê ú
ê ú- -ê úë û

W A A � (5)

и, кроме того, W в данном случае также является циркулянтной.
Дополнительное условие X1 + X2 +…+ Xn–1 + Xn = 0 можно также рассма-

тривать как измерение с  чрезвычайно высокой точностью. Такое измерение 
как раз снимает ненаблюдаемость и  приводит к  возможности однозначно-
го решения задачи синхронизации для простой замкнутой цепочки МС-
измерений, а  также решения задачи определения точности такого решения, 
т. е. расчёта матрицы ошибок оценки. Этому дополнительному измерению от-
вечает измерительный ковектор (1, 1, …, 1).

В  соответствии со свойствами циркулянтных матриц и  с учётом симме-
тричности  W можно утверждать, что все собственные подпространства  W 
простые (если собственный корень кратный, то соответствующее собствен-
ное подпространство есть прямая сумма одномерных), собственные векторы 
в n-мерном пространстве (определяемых параметров) образуют ортонормиро-
ванный базис (в нём W приводится к диагональному виду), причём эти соб-
ственные векторы имеют вид

{ }2 11, , , , ,n
j j j jλ λ λ -=u  � (6)

где λj — j-й корень из 1 над полем комплексных чисел (всего таких корней n, 
включая  1, и  все они являются степенью первообразного корня  λ, аргумент 
которого равен 2π/n). Эрмитова норма каждого из векторов uj равна n  (сум-
ма произведений компонент uji на сопряжённые к  ним значения равна  n). 
Легко видеть, что, во-первых, сумма компонент у всех векторов uj , кроме пер-
вого (все компоненты которого равны 1), равна 0, кроме того, векторы uj по-
парно ортогональны в смысле эрмитова скалярного произведения. Если ма-
трицу W считать матрицей линейного преобразования, и если она приведена 
к  каноническому (в  данном случае диагональному) виду в  базисе из векто-
ров  uj, то этот же её диагональный вид сохранится и  при нормировании ба-
зисных векторов uj на единичную длину. Однако диагональное представление 
матрицы W как матрицы квадратичной формы точности не инвариантно при 
растяжениях векторов базиса. Если один из векторов базиса сокращается 
по длине в k раз, то для сохранения значений квадратичной формы соответ-
ствующий диагональный элемент необходимо сократить в k2 раз.

Отвечающие собственному базису собственные числа W выражаются (это 
свойство всех циркулянтных матриц) как μj = f(λj), где f — многочлен (n–1)-й 
степени с  коэффициентами из первой строки матрицы  W, f(λ) = 2 – λ – λ*. 
Здесь * — знак комплексного сопряжения. Таким образом (вследствие симме-
тричности W), видно, что её собственные числа μj являются вещественными, 



239

Синхронизация бортовых шкал времени НКА «Глонасс» с использованием межспутниковых измерений…

а их количество (не считая 1 и –1) вполовину меньше n (они разбиваются на 
пары одинаковых). Собственные числа W суть следующие:

2 20, 2 1 cos , , 2 1 cos ,j
n n
π πæ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ ç ÷÷ ÷ç çè ø è øè ø è ø

- -   0, , 2.j n=  � (7)

При n = 24 эти значения можно вычислить точно. Первое собственное 
значение 0 отвечает указанному раньше собственному вектору {1, 1, 1, …, 1} 
вдоль подпространства вырождения матрицы  W, а  тринадцатое собственное 
значение μ13 = 4 отвечает собственному вектору {1, –1, 1, –1, …, 1, –1}. Итак, 
собственные числа W — вещественные, при n = 24 разбиваются на пары оди-
наковых (кроме μ1 = f(λ1 = 1) = 0 и μ13 = f(λ13 = –1) = 4, а в собственных под-
пространствах размерности 2, отвечающих парам одинаковых вещественных 
собственных чисел μj+1 = 2(1 – cos(πj/12)) матрицы W, j = 1, …, 11, в качестве 
ортогональных собственных векторов можно взять пару векторов V+, V– с ве-
щественными координатами, где V+, V– имеют вид:

1, cos , cos 2 , , cos 11 ,( 1) , , cos ;
12 12 12 12

j
j j j j jπ π π πæ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç+ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø

ì üï ïï ï= ¼ -í ýï ïï ïî þ
V  � (8)

0, sin , sin 2 , , sin 11 , 0, , sin .
12 12 12 12j j j j jπ π π πæ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç- ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø

ì üï ïï ï= -í ýï ïï ïî þ
V   � (9)

Так как 
1 ,
2 λ λ*
æ ö+ ÷ç ÷ç ÷çè ø= +V U U  

1 ,
2 λ λ*
æ ö- ÷ç ÷ç ÷çè ø= -V U U

то
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ].
2 2

f f f fλ λλ λ
λ λ λ λ* *

æ ö æ ö+ * +÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷çç ÷ç è øè ø

é ù
ê ú= + = + =ê úë û

W V U U U U V

Аналогичное равенство справедливо и  для вектора V–. Все полученные 
векторы попарно ортогональны по отношению к евклидову скалярному про-
изведению на пространстве определяемых векторов x.

Сумма квадратов модулей этих двух векторов при любом  j равна  n, для 
указанных выше специальных собственных векторов для λ = 0 и λ = 4 квадрат 
нормы каждого из этих двух векторов равен n. Координаты всех этих векто-
ров Vj, выписанные по столбцам в виде матрицы V, задают преобразование V 
исходного базиса к собственному базису из векторов Vj. Если дополнительно 
с  помощью диагональной матрицы  Q нормировать базисные векторы  Vj , то 
будет получен ортонормированный базис.

Определение матрицы ковариаций ошибок алгоритма 
оперативного оценивания по межспутниковым измерениям 
замкнутой цепочки — псевдообращение матрицы 
наблюдаемости

Как известно, любая симметричная неотрицательно определённая матрица 
может быть приведена к  диагональному виду ортогональными преобразова-
ниями (см. напр., Метод Якоби [Гантмахер, 1988]). Другими словами, суще-
ствует ортогональная матрица S (имеющая смысл матрицы замены координат 
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),x x ¢=S  приводящая квадратичную форму с матрицей W к главным осям при 
записи этой квадратичной формы в новых координатах :x ¢

.T =S WS D � (10)
Для ортогональной матрицы S справедливо равенство ST = S–1. Поэтому 

равенство (10) можно интерпретировать и как переход к базису из собствен-
ных векторов. В нашем случае ортонормированный собственный базис опре-
делён с точностью до ортогональных вращений в двумерных клетках, отвеча-
ющих набору собственных чисел (7).

Следовательно, используя базис собственных векторов  V и  собственные 
числа оператора W, отвечающие этому набору, мы можем определить и диа-
гональные элементы матрицы  D. А  тем самым, оценить и  эллипсоид рассе-
ивания, получаемый при псевдообращении этой матрицы, характеризующий 
СКО оценивания вектора x по  результатам измерений y при наложении ус-
ловия сумма xi = 0, или, другими словами, эллипсоид, сосредоточенный на 
гиперповерхности  Π. В  этом собственном ортонормированном базисе обра-
щение (точнее, псевдообращение, поскольку матрица имеет ранг n–1) диа-
гонализации матрицы W сводится к взятию обратных величин к собственным 
значениям на диагонали.

При построении матрицы V на первые две строки выносим векторы, ука-
занные выше и отвечающие корням 24-й степени из 1 λ = 1 и λ = –1. Далее, 
попарно располагаем векторы (9), (10), всего 11 пар. Координаты x ¢  24-мер-
ного вектора относительно этого базиса связаны с  исходными координата-
ми x с помощью переходной матрицы VQ: ,x x ¢= VQ  при этом матрица VQ яв-
ляется ортогональной, её столбцы получаются из столбцов V делением на их 
норму (модуль). Как было указано, для первых двух векторов  V1, V2 норма 
равна 24,  а  у всех остальных она равна 12.  Перенормируем первые два 
вектора так, чтобы их норма также равнялась 12,  т. е. положим

1
1 (1,1, ,1)
2

T=V    и  2
1 (1, 1, ,1, 1) .
2

T= - -V 

В этом случае все диагональные элементы диагональной матрицы Q будут 
равны 1 12,  и  соответствующая замена будет представлять собой просто 
растяжение в 1 12 раз. Итак, имеем:

1 ( ) ,T T= = =WVQ VQ WVQ QV WVQ L
VQ

� (11)

где L — диагональная матрица с собственными числами линейного преобра-
зования с матрицей W. Отсюда имеем:

1 1 .
( )

T T
T

= =W L VQLQ V
VQVQ

� (12)

С учётом (12) и численных значений для элементов Q получаем
1 .

12
T T T= =W VQLQ V VLV � (13)



241

Синхронизация бортовых шкал времени НКА «Глонасс» с использованием межспутниковых измерений…

У  матрицы  L элемент  l11 равен нулю. Заменим его на  1 и  соответствую-
щую диагональную матрицу обозначим как L*. Остальные элементы L и V для 
случая n = 24 нам известны. Тогда левую и правые части равенства можно об-
ратить, получив матрицу (W*)–1, по которой можно судить о матрице ковари-
аций ошибок оценивания x в  поставленной задаче. Тем самым соотноше-
ние (13) можно обратить, получив матрицу W*–1, отличающуюся от искомой 
матрицы ковариаций, ошибки оценки добавлением симметричной матрицы, 
исключительно сосредоточенной вдоль вектора e = {1, 1,  …,  1} (в  координа-
тах  x). В  качестве таковой возьмём матрицу 

1 .
24

T´e e  Этим соображением 
можно воспользоваться для численного компьютерного псевдообращения 
матрицы W. Имеем

1 1 1 1 1( ) .
12

T T T T
* * * *
= = =VQ VQ VQ Q V V V

W L L L
� (14)

В результате численного псевдообращения с помощью штатной процеду-
ры обращения матриц по методу треугольного разложения получена матрица 
(W*)–1, у которой первая строка имеет следующие элементы:

1.9965 1.5173 1.0798 0.6840 0.3298 0.0174 -0.2534 -0.4826 -0.6701 -0.8159 -0.9201 
-0.9826 -1.003 -0.9826 -0.9201 -0.8159 -0.6701 -0.4826 -0.2534 0.0174 0.3298 
0.6840 1.0798 1.5173.

Если матрицу  W интерпретировать как матрицу квадратичной формы 
(формы точности оценки МНК в данной постановке) относительно ортонор-
мированного базиса, то она приводится ортогональным преобразованием S 
к диагональному виду. Так как для ортогональных преобразований операция 
обращения совпадает с трансформированием: S–1 = ST, то это же преобразо-
вание осуществляет приведение матрицы W к собственному базису. Из (11)–
(14) видно, что в качестве S служит ортогональная матрица VQ, а искомая ди-
агональная D совпадает с L.

Окончательно, у диагональной матрицы L*–1 первый элемент можно об-
нулить, он отвечает за дисперсию оценки, и такое обнуление как раз будет от-
вечать нулевой ошибке оценки x при абсолютном соблюдении условия (*). 
Обозначив соответствующую диагональную матрицу, элементы которой об-
ратны ненулевым собственным числам μj, через K, а искомую матрицу кова-
риаций ошибок оценивания (псевдообратную к  W)  — через  С, имеем (здесь 
опущен размерный коэффициент 2 ,yσ  связанный с точностью межспутнико-
вых измерений y):

1 .
12

T=C VKV � (15)

Из общих соображений циркулянтной симметрии понятно, что матри-
ца  С  должна быть циркулянтной. В  частности, дисперсии ошибки оцени-
вания каждой из поправок  xi должны быть одинаковы, а  ковариации удов-
летворять cov(xi,  xj) = cov(xi+1,  xj+1). Индекс i+1 при i = n следует полагать 
равным  1, в  соответствии с  принципом следования по  замкнутой цепочке 
номеров.
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Численный расчёт точности оценивания поправок 
предложенным алгоритмом для орбитальной группировки 
ГЛОНАСС из 24 навигационных космических аппаратов

Псевдообращение матрицы  W может быть выполнено с  использованием ве-
щественного ортогонального базиса векторов V в (8), (9), но для проведения 
точного расчёта матрицы  C будет удобно воспользоваться комплекснознач-
ным эрмитовым ортогональным базисом { }2 11, , , , n

j j j jλ λ λ -=u   из (6). 
Отметим, что C также циркулянтна. Аналогично (15), формулу для C (n = 24) 
можно записать как

1 .
24

T=C UKU � (16)

В  данном случае мы только переставляем на второе место вектор  u13 
с собственным числом μ = 4, остальные векторы следуют в естественном по-
рядке, отвечающем корням 24-й степени из  1, при движении по  единичной 
окружности против часовой стрелки.

Здесь матрица U, составленная из координат базисных векторов, взятых 
по столбцам, имеет вид

2 22 23

2 4 20 22

3 6 18 21

22 20 4 2

23 22 2 1

1  1 1 1 1 1
1 1
1  1

,
1 1
1  1   
1 1

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

é ù
ê ú
ê ú-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ë û

U � (17)

где λ — первообразный корень 24-й степени из 1; λ = cos 15° + i sin 15°.
Обозначим cos 15° через cφ и  sin 15°  — через  sφ. Необходимо обратить 

собственные числа μ матрицы W для формирования диагональных элементов 
матрицы K. Имеем последовательность диагональных элементов K:

1 1 1 1 1 10, , , , , ,1, , , ,
2 1 ( ) 1 (2 ) 1 (3 ) 1 3 1 2
1 1 1 1 1, , ,1, , , .

1 1 1 2 1 (2 ) 1 ( )

c c c c c

c c c c c

φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ

- - - + +

+ + + - -

 

 

� (18)

Отсюда мы видим, что элемент С11 матрицы С равен 1/48 суммы всех чи-
сел из  (18). В  этой последовательности последние 22  числа разбиваются на 
два подмножества, зеркально повторяющие друг друга, поэтому достаточно 
провести суммирование по углам в верхней части тригонометрического круга, 
а затем удвоить результат.

Воспользовавшись преобразованиями вида

2 2
1 1 2 2 ,

1 1 1 ( )c c c sφ φ φ φ
+ = =

- + -
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сведём суммирование последних 22 слагаемых из (18) к виду

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 1 12 2 2
2 (45 ) 2

4 1 1 5 42 4 2 2 4 2 2 4(22,33).
34  30 30 30

s s s c c

s c s c s

φ φ φ φ

φ φ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷÷÷ çç ÷ç è øè ø

+ ´ + + + + =
°

= + + + + = + + + » +
° ° °

В результате, с учётом дисперсии 2
yσ  ошибок измерений y, имеем

2 2 2
11

95,83 1,9966 .
48y y yC σ σ σ= »

Как видно, данный результат совпадает с точностью до пятого знака с вы-
шеприведённым результатом компьютерного псевдообращения матрицы  W. 
Точно такие же значения будет иметь любой из элементов Cii этой матрицы. 
Таким образом, СКО погрешности оценивания каждого  xi приблизительно 
равно  2 1,41 .y yσ σ× »

Аналогичные выводы для замкнутой цепочки из 8 КА (например, в слу-
чае цепочки, охватывающей аппараты только одной орбитальной плоскости 
ГЛОНАСС), показывают, что СКО ошибки оценки xi приблизительно равно 
0,81  σy (D(x) = 0,6562). Если осуществлять процесс синхронизации БШВ от-
дельно по  трём независимым цепочкам по  8 НКА  в  каждой, то без взаимо-
действий между ними сведе´ние БШВ к средним внутри каждой из трёх групп 
не приведёт к одинаковым результатам по всем группам. Этим и объясняется 
различие полученных значений СКО в случае n = 8 и n = 24.

Рис. 6. Шкалы времени 24 НКА «Глонасс» в процессе синхронизации по МСИ БАМИ 
(первичная синхронизация) и  оперативной синхронизации с  коррекцией по МС И 
МЛНСС-К2, собранных вдоль полной замкнутой цепочки межспутниковых взаимо-

действий. ШВС — шкала времени системы
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Процесс синхронизации с  применением разработанного алгоритма опе-
ративной коррекции ЧВП в  модельном варианте показан на рис. 6. Здесь 
первичная синхронизация БШВ НКА «Глонасс» осуществляется с использо-
ванием радиотехнической бортовой аппаратуры межспутниковых измерений 
(БАМИ).

Заключение

Предложены алгоритмы оценивания поправок к  бортовым шкалам времени 
навигационных космических аппаратов глобальной навигационной спутни-
ковой системы на базе межспутниковых измерений расхождений шкал вдоль 
полной замкнутой цепочки межспутниковых взаимодействий (схема опера-
тивного уточнения поправок для варианта межспутниковой лазерной навига-
ционно-связной системы на космических аппаратах «Глонасс-К2»).

Даны оценки точности получаемых на базе межспутниковых измерений 
межспутниковой лазерной навигационно-связной системы поправок к  бор-
товым шкалам времени для схемы межспутниковых измерений вдоль полной 
замкнутой цепочки. Анализ базируется на операции псевдообращения матри-
цы наблюдаемости неполного ранга с использованием математического аппа-
рата анализа собственных чисел циркулянтных матриц.
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Synchronization of the Glonass SVs Onboard Time Scales on the Basis 
of  a Set of Intersatellite Measurements Along a Closed Chain (Circuit) 
of  Interactions
A. F. Schekutiev
Central Research Institute of Mechanical Engineering (TSNIImash)

One of the possible modes of the intersatellite line (ISL) based on the onboard laser naviga-
tion-link system (ISLNLS) is investigated. This line is intended for applications in the global 
satellite navigation system GLONASS. In this report, the problem of the estimator construc-
tion for all of 24 Glonass SVs Board Time Scales (BTS) is considered. It is important to note 
that estimation is based on the set of the intersatellite measurements (ISM) carried out along 
the simple closed chain (circuit) of interactions including all navigation SVs. A way of solu-
tion of this unobservable problem is in the frames of the Least Squares Method with the coef-
ficients matrix of an incomplete rank. Estimation of the derived corrections characteristics is 
based on the analysis of the eigenvalues and the eigenvectors of the circulant matrices and 
related to the methods of the linear algebra and geometry.

The presented process of the BTS synchronization uses the computational algorithm 
for the operative corrections of the TS short time jumps (leaps). A special synchronization 
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algorithm is proposed for SVs Glonass BTS operative synchronization on the basis of ISM 
collected on short measurement intervals. It is shown that the processing of the intersatellite 
measurement entails the convergences of these BTS to the composite space time scale (CSS). 
The measurement of the pairs of the BTS differences are obtained and translated operatively 
to the united processing center in the situation when the IS interactions graph corresponds to 
a simple closed chain (circuit) including all the Glonass SVs.

This ISM scheme for improving the accuracy of the GLONASS time support system 
seems to be quite realistic if ISLNLS is used as the ISM System on the SVs Glonass-K2. 
In this case, it is supposed to install two independently functioning onboard optic-electronic 
terminals of ISLNLS on each of given SVs.

Keywords: satellite navigation, high stable time-frequency standards, synchronization 
of the time scales, Allan variance, unobservable problem of the parameters estimation, circu-
lant matrix.
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Резонансный перенос энергии в  колебательной системе
А. С. Ковалёва
Институт космических исследований Российской академии наук (ИКИ РАН)

Рассматривается проблема необратимого переноса энергии в системе двух слабо свя-
занных линейных осцилляторов. Предполагается, что осциллятор с постоянными па-
раметрами возбуждается начальным импульсом, а присоединённый осциллятор с мо-
нотонно меняющейся частотой первоначально находится в  покое. Перенос энергии 
в  такой системе при проходе через резонанс был ранее обнаружен с  помощью чис-
ленных и физических экспериментов. В настоящей работе впервые показано, что во 
многих существенных предельных случаях имеется явное асимптотическое решение 
в виде интегралов Френеля. Полученное приближённое решение даёт простое описа-
ние необратимого переноса энергии от возбуждённого осциллятора к невозбуждённо-
му. При этом энергия каждого осциллятора вычисляется в  явном виде в  любой мо-
мент времени. Ранее найденная аналогия между переносом энергии в  классической 
системе осцилляторов и  неадиабатическим туннелированием Ландау-Зинера позво-
ляет утверждать, что решения подобного вида дают простое аналитическое описание 
переходных процессов как в классических, так и в квантовых системах с произволь-
ными начальными условиями на конечном интервале времени.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 14-01-00284).
Ключевые слова: резонанс, перенос энергии.

Введение

Проблемы переноса энергии связаны с  широким кругом прикладных за-
дач, от систем твёрдых тел [Manevitch et el., 2003; Vakakis et al., 2008] и волн 
в жидкости и плазме [Biello et al., 2003; Newell et al., 2001] до полупроводников 
[Lvov et al., 1998, 2000] и нанокристаллов с графеновыми слоями [Chen et al., 
2010]. Разнообразные примеры обратимого и необратимого переноса энергии 
в физических, биологических, технических системах можно найти в моногра-
фии [Vakakis et  al., 2008]. Вместе с  тем, большая часть известных теоретиче-
ских результатов относится к энергообмену в системах с постоянными пара-
метрами. В настоящей работе предложен аналитический метод исследования 
необратимого переноса энергии при переходе через резонанс в системе двух 
слабо связанных осцилляторов с медленно меняющимися частотами. Особое 
внимание уделяется прямой аналогии между переносом энергии в классиче-
ской системе и квантовым туннелированием Ландау-Зинера, впервые изучен-
ным в работах [Landau, 1932; Majorana, 1932; Stückelberg, 1932; Zener, 1932].

Сценарий квантового туннелирования проявляется в  разнообразных 
моделях лазерной физики [Sahakyan et  al.,2010], физики полупроводников 
[Rosam et  al., 2003], при туннелировании оптических [Trompeter et  al., 2006] 
или акустических [de Lima et al., 2010; Sanchis-Alepuz et al., 2007] волн, в кван-
товой информатике [Saito et  al., 2006], и  т. д. Необходимо отметить, что 
переход между двумя энергетическими уровнями  — неотъемлемое свой-
ство всех упомянутых процессов, но прямая связь между переносом энергии 
в  классической колебательной системе и  квантовым туннелированием была 

Ковалёва Агнесса Соломоновна — ведущий научный сотрудник, доктор физико-математи-
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установлена лишь недавно [Kovaleva et al., 2011; Manevitch et al., 2011]. Было 
показано, что уравнения прохода через резонанс в системе двух слабо связан-
ных осцилляторов с  медленно меняющимися частотами идентичны уравне-
ниям Ландау-Зинера [Landau, 1932; Zener, 1932], описывающим неадиабати-
ческое квантовое туннелирование. Это означает, что необратимый перенос 
энергии в колебательной системе с переменными параметрами может интер-
претироваться как классический аналог диабатического квантового тунне-
лирования. Полученный результат служит естественным обобщением ранее 
найденной аналогии между адиабатическим квантовым туннелированием 
и  энергообменом в  цепочке слабо связанных осцилляторов с  постоянными 
параметрами [Kosevich et al., 2007; 2008].

Отметим, что известное точное решение уравнений Ландау-Зинера в виде 
функций параболического цилиндра [Zener, 1932] оказалось слишком слож-
ным для каких-либо качественных выводов о  поведении системы. Поэтому 
основное внимание уделялось асимптотике решений на бесконечно боль-
шом интервале времени, впервые полученной в классической работе Ландау 
[Landau, 1932]. В настоящей работе показано, что в некоторых существенных 
предельных случаях уравнение Ландау-Зинера сводится к уравнению первого 
порядка с решением в виде интеграла Френеля. Полученный результат позво-
ляет приближённо описать переходные процессы в классических и квантовых 
системах на конечном интервале времени с произвольными начальными ус-
ловиями в отличие от асимптотики Ландау, описывающей предельное значе-
ние энергии при t → ∞ при начальных значениях, заданных при t → –∞.

Модель и основные уравнения

В работе исследуется резонансный перенос энергии в системе двух слабо свя-
занных линейных осцилляторов при медленном изменении собственной ча-
стоты одного из них. Осцилляторы, имеющие массы m1 и  m2 и  жёсткости  c1 
и  C2(t) = c2 – (k1 – k2t), k1,2 > 0, соединены линейной связью жёсткости  c12. 
Предполагается, что в  начальный момент система находится в  покое и  соб-
ственные частоты осцилляторов близки. Движение возбуждается начальным 
импульсом, приложенным к  осциллятору с  постоянной жёсткостью. Будет 
показано, что при проходе через резонанс, порождённый изменением парци-
альной частоты второго осциллятора, возникает необратимый перенос энер-
гии от возбуждённого осциллятора к присоединённому.

Обозначив перемещения и  скорости осцилляторов как ui и  Vi = dui /dt, 
i = 1, 2, запишем кинетическую энергию T и потенциальную энергию П
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с начальными условиями u1 = u2 = 0; V1 = V; V2 = 0 при t = 0. Отметим, что ус-
ловия u2(0) = 0, V2(0) = 0 определяют так называемую предельную фазовую 
траекторию осциллятора, соответствующую максимально возможному по-
глощению энергии при проходе через резонанс [Manevitch, 2007]. Условие 
прохода через резонанс подразумевает, что 1 1 2 2 .c m c m ω= =

Условие слабой связи позволяет ввести малый параметр 12 2 2 1c c ε=   
и  определить безразмерные независимые переменные и  безразмерные пара-
метры системы следующим образом:
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Учитывая соотношения (2), преобразуем исходные уравнения (1) к  без-
размерному виду
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с  начальными условиями u1(0) = u2(0) = 0, v1(0) = V/ω = V0, v2(0) = 0, где 
vi = dui/dτ0, i = 1,  2. Коэффициент ζ(τ1) = σ – 2β2τ1 соответствует медленно 
меняющейся частотной расстройке; параметр β2 определяет скорость прохода 
через резонанс. Отметим, что система может рассматриваться как резонанс-
ная только при выполнении условия 1( ) 1,ζ τ »  т. е. на интервале времени, 
где значение 1( )ε ζ τ  мало и собственные частоты системы остаются близки-
ми к ω0 = 1.

В  силу (1)–(3), изменение полной энергии системы E = T + П в  безраз-
мерных координатах определяется уравнением
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т. е. изменение энергии ΔE(τ0) = O(ε) на интервале времени τ0 ≈ O(1/ε). 
Следовательно, на больших, но конечных интервалах времени система может 
рассматриваться как квазиконсервативная.

Из уравнений (3) следует, что
0

1 1
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0

sin 2 ( )sin ( ) d ,u V u s s s
τ

ε ε ε εω ω τ εω λ ω τ- -= + -ò � (5)

где 11 2 .εω ελ= +  Подставив выражение (5) во второе из уравнений (3), све-
дём систему двух связанных уравнений второго порядка к  одному интегро-
дифференциальному уравнению для переменной и2:
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Определив u2, можно вычислить переменную u1 по уравнению (5).
Асимптотический анализ уравнения (6) проводится с  помощью ме-

тода разделения движений [Manevich, Manevitch, 2005; Nayfeh, 2000]. На 
первом этапе вводится пара комплексно-сопряжённых переменных ψ и  ψ* 
по формулам
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Подставляя переменные (7) в  уравнение (6), в  результате очевид-
ных преобразований получим интегро-дифференциальное уравнение для 
переменной ψ(τ0, ε):
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и аналогичное уравнение для ψ*. Можно показать [Kovaleva et al., 2010], что 
в резонансном случае
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т. е. интегральное слагаемое в правой части (8) должно быть включено в урав-
нение первого приближения, содержащее слагаемые О(ε).

Для отделения резонансных гармоник представим функцию ψ в виде

0 0 0( , ) ( , ) exp( ).i εψ τ ε φ τ ε ω τ= � (10)
Производя замену переменных, получим следующее уравнение для ком-

плексной амплитуды φ:
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где Ω(τ1) = ρ + 2β2τ1, ρ = λ2 – λ1 – σ. Отсутствие слагаемых порядка О(1) 
в правой части (11) означает, что в главном приближении φ(τ0, ε) — медлен-
но меняющаяся функция, т. е. решение уравнения (11) можно искать в  виде 
разложения

0 0 1 1 0 1

0 0 1

( , ) ( ) ( , ) ,
d
d

φ τ ε φ τ εφ τ τ

φ φ φ
ε

τ τ τ

üï= + + ïïï¶ ¶ ýï= + + ï¶ ¶ ïïþ





� (12)

с медленно меняющимся слагаемым φ0(τ1) (см., напр., [Manevich, Manevitch, 
2005; Nayfeh, 2000]). Функция φ0(τ1) определяется из уравнения первого при-
ближения. Подставляя выражения (12) в  (11) и  суммируя слагаемые O(ε), 
получим
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Для того чтобы функция φ0(τ1) оставалась равномерно ограниченной, не-
обходимо исключить из (13) слагаемые, не  содержащие быстрых гармоник. 
Приравнивая нулю сумму не осциллирующих слагаемых, получим уравнение, 
определяющее медленную огибающую φ0(τ1):
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Очевидно, что уравнение (14) эквивалентно дифференциальному уравне-
нию второго порядка
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с начальными условиями φ0 = 0, dφ0 /dτ1 = –iλ2V0 при τ1 = 0. Эквивалентность 
уравнения (15) и точного уравнения квантового туннелирования [Zener, 1932] 
была доказана в работе [Kovaleva et al., 2011].

Если огибающая φ0(τ1) известна, то главные приближения решения  u2 
и скорости v2 имеют вид
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где α(τ1) = arg  φ0(τ1). Вычисляя главное приближение парциальной энергии 
присоединённого осциллятора, получим
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где символ <> означает усреднение по  периоду «быстрых» колебаний 
T = 2π/ωε. Из (14), (17) следует, что для достаточно малых значений τ1
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0 1 2 0 1( ) ,i Vφ τ λ τ=-   2
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Для того чтобы продемонстрировать аналогию между классической моде-
лью (5), (6) и моделью Ландау-Зинера, определим главное приближение для 
u1 из уравнений
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с начальными условиями u1(0) = 0, v1(0) = V0. По аналогии с (7), введём новые 
комплексные переменные y = v1 + iu1, y* = v1 – iu1. Подставляя новые пере-
менные в (19), получим уравнение для переменной y

1 1 0 1 0 0 1 0
0

0

d ( )exp( ) ( )exp( ) ,
d

(0) .

y i y i y i i i

y V

ε ε εω ελ ελ φ τ ω τ φ τ ω τ
τ

* * üïé ù ï- + =- - - ïê ú ïë û ýïï= ïïþ

� (20)

Используя преобразование y(τ0,  ε) = η(τ0,  ε)  exp(iωετ0), получим уравне-
ние для огибающей η(τ0, ε)

1 0 1 0 1 0 1 0
0

0

d exp( 2 ) ( ) ( )exp( 2 ) ,
d
(0) .

i i i i

V

ε ε

η
ελ η ω τ ελ φ τ φ τ ω τ

τ

η

* * üïé ù ï+ - =- - - ïê ú ïë û ýïï= ïïþ

 � (21)

Приближённое решение уравнения (21) строится в  виде разложения 
η(τ0,  ε) = η0(τ1) + εη1(τ0,  τ1) + … . Повторяя рассуждения, предшествую-
щие формуле (14), придём к  уравнению первого порядка для медленной 
огибающей η0(τ1):

0
1 0 1

1

d
( ),

d
i

η
λ φ τ

τ
=-   0 0(0) ,Vη =  

1

0 1 0 1 0
0

( ) ( ) d ,V i r r
τ

η τ λ φ= - ò � (22)

где φ0(τ1) — решение уравнения (14). Главные приближения перемещения ре-
шения u1 и скорости v1 имеют вид, аналогичный (16):

10 0 1 0 1 0 1

10 0 1 0 1 0 1

( , ) ( ) sin( ( )),
( , ) ( ) cos( ( )).

u

v
ε

ε

τ τ φ τ ω τ δ τ

τ τ φ τ ω τ δ τ

üï= + ïïýï= + ïïþ
� (23)

Парциальная энергия возбуждённого осциллятора вычисляется по 
формуле

22 2
10 1 10 10 0 1

1 1( ) ( ) .
2 2

e u vτ η τ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

= + = � (24)

В частности, при малых значениях τ1 имеем

2
0 1 0 1 2 1

1( ) 1 ,
2

Vη τ λ λ τ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

= -   2 2
10 1 0 1 2 1

1( ) 1 .
2

e Vτ λ λ τ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

= - � (25)

Из соотношений (18) и (25) следует, что на начальном интервале времени 
энергия возбуждённого осциллятора с  постоянными параметрами падает, 
а  энергия присоединённого осциллятора с  переменными параметрами воз-
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растает. Значение 1,τ*  при котором 10 1 20 1( ) ( ),e eτ τ* *=  определяется условием 
2 22

2 0 1 0 1 2 11 ,V Vλ τ λ λ τ
æ ö æ ö* *÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç ÷ç÷ è øç ÷çè ø

é ù
ê ú= -ë û  т. е.

1
2 1 2

1 .
( )

τ
λ λ λ

* =
+

� (26)

Очевидно, что рост коэффициентов связи λ1, λ2 приводит к уменьшению 

1τ* , т. е. к замедлению переноса энергии от возбуждённого осциллятора к ло-
вушке. Этот вывод согласуется с  экспериментальными результатами, приве-
дёнными в работе [Manevitch et al., 2011].

Асимптотический анализ переноса энергии

Анализ полной системы (6) значительно упрощается, если в первом прибли-
жении интегральные слагаемые могут быть опущены. Такое упрощение допу-
стимо, если 2

1 22β λ λ  или/и 1 2.m m  Рассмотрим каждый из этих случаев.
I.  2

1 22 .β λ λ  Предположим для простоты, что с1 = с2 = c. Определим ма-

лый параметр  ε из условия 3
12 2c c ε λ= =  и  введём безразмерный началь-

ный импульс 01 ;V Vω ε
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø=  прочие параметры соответствуют соотношени-

ям (2). Подставив в  (3), (5) параметр 3ε λ×  вместо ελ1,2 и  импульс 01 Vε
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø  

вместо V0, получим безразмерные уравнения

0

2
2 31
1 1 1 22

0
2

2 12
1 2 1 2 1 0 1 02

0

3 1 2
1 2 1 0

0

d
2 0,

d
d

2 ( ) 2 sin
d

4 ( )sin ( ) d

u
u u

u
u u V

u s s s

ε

ε ε ε

τ

ε ε

ω ε λ
τ

ω εζ τ εω λ ω τ
τ

ε ω λ ω τ

-

-

üïïï+ - × = ïïïïïïïï+ - = +ýïïïïïïï+ - ïïïïþ
ò

� (27)

с начальными условиями u1(0) = u2(0) = 0, 1 0(0) 1 ,v Vε
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø=  v2(0) = 0, vi = dui /dτ0 

и  частотой ( )3
1 1 2 .εω ε λ= +  Было доказано [Kovaleva et  al., 2011], что при 

вычислении главного приближения можно исключить из рассмотрения инте-
гральное слагаемое и исследовать усечённую систему

2
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1 1 22

0
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22
1 2 1 2 0 1 02
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d
2 0,

d
d

2 ( ) 2 sin( )
d

u
u u

u
u u V
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ω ε λ
τ

ω εζ τ ελ ω τ
τ

üïïï+ - × = ïïïïýïïï+ - = ïïïïþ



 



 

� (28)

с  теми же начальными условиями. Преобразования, аналогичные (7), (10), 
приводят к следующему уравнению для комплексной огибающей φ(τ0, ε):
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1 1 0 0 1 0
0

d ( )( exp( 2 )) (1 exp( 2 )),
d

i i i V iε ε

φ
εζ τ φ φ ω τ ελ ω τ

τ
*+ - - = - -  (0) 0.φ = � (29)

Решение уравнения (29) ищется в  виде двухмасштабного разложения 
(12). Повторив необходимые преобразования, получим следующее уравнение 
для медленно меняющейся огибающей φ(τ1):

0
0 1 0 0

1

d
( ) ,

d
i i V

φ
Ω τ φ λ

τ
- =-   0(0) 0,φ = � (30)

где Ω0(τ1) = (ρ0 + 2β2τ1), ρ0 = –σ. Решение уравнения представимо в виде

1 1

0 1 1 1

2 2 2
1 0 1 1 1

0 0

( ) ( ),

1( ) exp ( ) d exp( ( )) exp( ( )) d ,
2

i V I

I i s s s iB iB s s
τ τ

φ τ λ τ

τ ρ τ β τ τ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

üï=- ïïïïì üé ù ýï ïï ï ïê ú= - + - = -í ý ïê ú ïï ï ïï ïë ûî þ ïþ
ò ò

� (31)
где B(s) = β2s2 + ρ0s = (βs + θ0)2, θ0 = –σ/2β.

Следовательно, 2 2
1 0 1 0exp( ( )) exp( )exp( ( ) )iB i iτ θ βτ θ= - +  и, соответственно,
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� (32)

где C(x) и S(x) — интегралы Френеля [Gradshteyn, Ryzhik, 2000]. С учётом со-
отношений (32) решение (31) преобразуется к виду

2
0 1

0 1 1 0 0
2

( ) ( , )exp .
2

V
i F i

λ βτ
φ τ τ θ θ

β

æ ö÷ç æ ö ÷ç ÷ç ÷ç ÷ ÷çç ÷ ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ ÷ç ç ÷ ÷ç ÷ç ÷÷çç è ø ÷ç ÷çè ø

×
=- + � (33)

Вычислив φ0(τ1), определим огибающую η0(τ1) из соотношения
1

0 1 0 0 1 13
0

1 1( ) ( ) d .V i r r
τ

η τ λ φ
ε ε

= - ò � (34)

Оценим амплитуды колебаний в двух предельных случаях.
1.  При 1 2βτ   из (30), (33) следует, что

0 1 0 1( ) .Vφ τ λ τ» � (35)

2.  При 1 2βτ   используем асимптотическое представление интегралов 
Френеля при τ1 → ∞ [Gradshteyn, Ryzhik, 2000]. В результате получим
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0
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C S
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→

� (36)

Энергия квазистационарных колебаний ловушки определяется как 
2

20 0(1 2) ;e φ=  остаточная энергия возбуждённого осциллятора 20e  вычис-
ляется по  формуле  (4). Формально, анализ движения при τ1 → ∞ некоррек-
тен, но выражение (36) можно рассматривать как иллюстрацию перехода 
от  начального состояния равновесия к  квазистационарным колебаниям 
с энергией порядка О(1).

Сравним решения полной системы (3) и усечённой системы (28) на ин-
тервале времени 0 ≤ τ0 ≤ 80 при следующих значениях параметров:

0,136;ε=   3 0,05;ε =   01 1;Vε
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø =   0,1125;εσ =   0,005;εβ=   1.λ = � (37)

Легко проверить, что на этом интервале справедлива оценка 
1( ) (1).Oζ τ »  Мгновенная парциальная частота возбуждённого осциллятора 

3
1 1 1,05,εω ε λ= + × =  а  соответствующая частота ловушки ω2ε(τ1) = 1 +

3
1( )ε λ εζ τ+ × -  удовлетворяет условию 0,94 ≤ ω2ετ1) ≤ 1,34, т. е. в  интервале 

0 ≤ τ0 ≤ 80 сохраняется резонансное соотношение между частотами. 
Напомним, что численное решение полной системы (3) соответствует точно-
му решению исходной задачи, а численное решение усечённой системы (28) 
рассматривается как аппроксимация точного решения.

Переход от  начального состояния к  стационарному движению с  умень-
шающейся амплитудой колебаний возбуждённого осциллятора и возрастаю-
щей амплитудой колебаний ловушки показан на рис. 1. Легко видеть, что для 
каждого осциллятора точные и приближённые решения близки, т. е. усечён-
ная система может использоваться для построения аналитического прибли-
жённого решения.

Рисунок  2 демонстрирует направленный перенос энергии и  сходимость 
средней энергии к стационарному значению.

На рис. 2 видно, что e1 = e2 при 0 15,τ* »  1 0,75.τ* =  Отметим, что форму-
ла (26) даёт близкое значение 1 1 2 0,71.τ* = =

II.  1 2.m m  Предположим, что m2 = εδm1, δ = O(1). Учитывая, что c20/m2 = 
= c1/m1 = ω2, запишем c1 = c20m1/m2 = c20/εδ, c12/c1 = 2ε2δλ2. При этих параме-
трах уравнения (6) и начальные условия принимают вид
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u1(0) = u2(0) = 0; v1(0) = V0; v2(0) = 0; частота 2
2 11 2 .εω ε δλ= +  Как и в преды-

дущем случае, исключим интегральное слагаемое и  заменим уравнения  (38) 
усечённой системой
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 

� (39)

с  начальными условиями 1 2 0;u u= =   1 0;v V=  2 0v =  при τ0 = 0. Решение 2u  
аппроксимируется выражением (16) с медленной огибающей φ0(τ1), удовлет-
воряющей уравнению

	 а	 б

Рис. 1. Сравнение точных решений и1,2 с приближёнными решениями 1,2u

Рис. 2. Энергия возбуждённого осциллятора е1 и ловушки е2
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0
1 1 0 2 0
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d
( ) ,

d
i i V

φ
Ω τ φ λ

τ
- =-   0(0) 0,φ = � (40)

где Ω1(τ1) = ρ1 + 2β2τ1; ρ1 = λ2 – σ. Решение уравнения (40) имеет вид

2
0

0 1 1 1 1 1
2

( ) ( , )exp 2 ,
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i F i
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φ τ τ θ βτ θ
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æ ö÷ç æ ö ÷ç ÷ç ÷ç ÷ ÷çç ÷ ÷ç ÷ç ç ÷è øç ÷÷çè ø

×
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ρ

θ
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� (41)

Асимптотика функции φ0(τ1) при малых и больших значениях τ1 описы-
вается выражениями, аналогичными (35), (36). Огибающая η0(τ1) процесса 1u  
определяется уравнением типа (22).

Решения исходной системы (3) и усечённой системы (39) с параметрами

1 25 ;m m=   0,2;εδ=   0,05;ε=   0 1;V =   2,25;σ =   1;β=   2 1λ = � (42)

показаны на рис. 3.

	 а	 б

Рис. 3. Решения u1,2 системы (3) и  1,2u  системы (39)

Рис. 4. Энергия осциллятора е1 и ловушки е2
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Легко видеть, что точные и приближённые значения периодов колебаний 
и амплитуд практически идентичны вплоть до момента перехода к квазиста-
ционарному движению. Точка перехода соответствует глобальному миниму-
му огибающей возбуждённого осциллятора. Время перехода равно τ0 ≈ 75 и 

0 80τ »  для точного и приближённого решений, соответственно, т. е. погреш-
ность составляет примерно 6 %. После перехода огибающие точного решения 
и2 и  приближённого решения 2u  имеют минимумы A2 ≈ 1,7 и  2 1,5A »  при 
τ0 ≈ 95; погрешность составляет примерно 12 %. Максимумы огибающих ре-
шений и1 и  1u  равны A1 ≈ 0,5 и  1 0,48,A »  соответственно; погрешность 
составляет 4 %.

Рисунок 4 иллюстрирует необратимый перенос энергии от возбуждённо-
го осциллятора с  постоянными параметрами к  ловушке в  системе с  параме-
трами (42).

Сравнивая графики рис. 2 и 4, отметим, что система с разными массами 
демонстрирует более интенсивный перенос энергии, но с большим временем 
перехода к квазистационарному состоянию, чем система с одинаковыми мас-
сами. Различие объясняется тем, что малая масса m2 может поглотить значи-
тельную энергию только на продолжительном интервале времени. Этот вывод 
согласуется с условием (26): уменьшение параметра λ1 ведёт к увеличению па-
раметра 1,τ*  т. е. к росту времени переходного процесса.

Перенос энергии в системе с квадратичной  
модуляцией частоты

Рассмотрим систему  (3) с  равными коэффициентами связи λ1 = λ2 = λ и  ча-
стотной расстройкой

2
1 2 1( ) 2( ).ζ τ σ β τ= - � (43)

Исследуем модель с достаточно большой скоростью изменения расстрой-
ки. Легко показать, что в  этом случае точные и  приближённые уравнения 
движения принимают вид, аналогичный (27) и (28), соответственно; медлен-
но меняющаяся комплексная амплитуда  φ0(τ1) ищется как решение уравне-
ния, аналогичного (30):
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æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
- - + =-   0(0) 0.φ = � (44)

Обозначим 2 2
2 1 12 ( ),fβ τ τ=  3

2 1 1(2 3) ( ).Fβ τ τ=  Тогда из (44) следует, что

0 1 2 0 1( ) ( ),i V Yφ τ λ τ=-
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( ) exp ( ) ( ) ( ) d exp( ( )) ( ),Y i s F F s s iB Y
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τ = -ò   ( ) ( )B s s F sσ=- +

и, следовательно,
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0 1 2 0 1 1 1( ) ( )exp( ( )).i V Y iBφ τ λ τ τ=- � (45)

Для приближённого вычисления интеграла Y1(τ1) используется метод ста-
ционарной фазы. Напомним основное положение этого метода [Bleistein, 
Handelsman, 1975]. Если B(s) — быстро меняющаяся функция, т. е. подынте-
гральное выражение — быстро осциллирующая функция, то интеграл может 
получить значительные приращения только в окрестностях стационарных то-
чек θs, удовлетворяющих условию ( ) 0.sB θ¢ =  В рассматриваемой задаче един-
ственная стационарная точка определяется условием

2
2( ) 0,s sB θ σ β θ¢ =- + =   2

2 .sθ σ β= � (46)

Разлагая B(s) в ряд Фурье в окрестности s = θs и удерживая два первых не-
нулевых члена разложения, получим

21( ) ( ) ( ) ,
2s sB s B k sθ θ» + - � (47)

где 2 2( ) 2 2 .sk B s β θ σβ¢¢= = =  Преобразуя Y1(τ1) с учётом (46), (47), получим

1 1 2

1 1
0 0

( )
( ) exp( ( )) d exp( ( )) exp d

2
s

s
s

Y iB s s iB ik s
τ τ

θ
τ θ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

é ù-ê ú= - » - - ê úë ûò ò

и, по аналогии с (36),

1 1 1
1( ) exp ( ) ,

2 4sY Y j B O
k k

π π
τ θ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ì üé ùï ïï ïê ú» - + +í ýï ïê úë ûï ïî þ
→   1 .τ ¥→ � (48)

Существование предела (48) доказывает сходимость быстро осциллирую-
щего решения (45) к стационарному значению. Эта сходимость подразумева-
ет существование необратимого переноса энергии от возбуждённого осцилля-
тора к  ловушке. Численное моделирование подтверждает перенос энергии 
в  широком диапазоне значений параметров, хотя формальное приближение 
стационарной фазы даёт удовлетворительную аппроксимацию только при 

1.k
Используя метод стационарной фазы, можно построить приближённое 

решение системы (3) с расстройкой (43). Для численного эксперимента выбе-
рем систему с  параметрами (37), заменив ε2β2 = 0,0025 на 3 2

2 0,0025.ε β =  
Подставив значения параметров в  (47), получим θs = 0,2, k = 7,7, т. е. метод 
стационарной фазы формально применим. Опустив вывод приближённого 
аналитического решения, приведём численные решения полной системы (3) 
и усечённой системы (28) с расстройкой (43) и сравним полученные результа-
ты с решениями, полученными в п. 2.

Решения полной и усечённой систем с квадратичной модуляцией часто-
ты показаны на рис. 5. Очевидна близость точного решения системы (3) и его 
аппроксимации решением усечённой системы (28) с квадратичной расстрой-
кой вида (43).

Рисунок 6 иллюстрирует перенос энергии в системе (28) при квадратич-
ной модуляции частоты.
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	 а	 б
Рис. 5. Решения и1,2 исходной системы (3) и  1,u  2u  усечённой (28) с параметрами (37) 

при квадратичной модуляции частоты с коэффициентом 3 2
2 0,0025ε β =

Рис. 6. Энергия возбуждённого осциллятора е1 и ловушки е2

Рис. 7. Решения системы (3) с параметрами (37) и квадратичной модуляцией частоты
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Сравним результаты моделирования для систем с линейной и квадратич-
ной зависимостью частоты от  времени. Сравнивая результаты, представлен-
ные на рис. 2 и  6, отметим, что для первого осциллятора время достижения 
первого минимума огибающей τ0 ≈ 35 для систем с  линейной модуляцией 
частоты и  τ0 ≈ 44 для систем с  квадратичной модуляцией. Однако система 
с  линейным изменением частоты демонстрирует серию биений до  перехо-
да к квазистационарным колебаниям, т. е. реальное время перехода к квази-
стационарному состоянию τ0 ≈ 100. В  то же время в  системе с  квадратичной 
по времени модуляцией биения подавляются, и происходит гладкий переход 
от  начального состояния к  квазистационарным колебаниям. Следует отме-
тить, что энергия квазистационарного движения возбуждённого осцилля-
тора в  системе с  линейной модуляцией почти в  пять раз меньше начальной 
энергии (см. рис. 2), а в системе с квадратичной модуляцией — почти в 10 раз 
меньше (см. рис. 6). Следовательно, для подавления возбуждённых колеба-
ний ловушка с квадратично модулированной частотой более эффективна, чем 
ловушка с линейной модуляцией.

В  следующем примере рассмотрим систему с  различными массами 
m1 = 5m2. Опуская теоретический анализ, приведём численные результаты. 
В численном моделировании используем параметры (37), заменив ε2β2 = 0,01 
на 3 2

2 0,01.ε β =  Сравнивая графики решений на рис. 3 и 7, отметим, что время 
перехода τ0 ≈ 70 на рис. 7 и τ0 ≈ 75 на рис. 3, но, как и в предыдущем случае, 
квадратичная по  времени модуляция подавляет биения, и  переходный про-
цесс плавно переходит в квазистационарные колебания, тогда как в системе 
с  линейно модулированной частотой квазистационарным колебаниям пред-
шествуют биения. Следовательно, ловушка с квадратичной по времени моду-
ляцией частоты более эффективна при подавлении нежелательных 
колебаний.

Заключение

В  работе предложено теоретическое и  численное исследование необратимо-
го переноса энергии в системе двух слабо связанных линейных осцилляторов. 
Первый осциллятор с  постоянными параметрами возбуждается начальным 
импульсом; присоединённый осциллятор с  медленно меняющимися во вре-
мени параметрами в  начальный момент находится в  покое, но затем функ-
ционирует как энергетическая ловушка. Показано, что в важных предельных 
случаях проблема необратимого переноса энергии при проходе через резо-
нанс описывается дифференциальным уравнением первого порядка с  реше-
нием в виде интегралов Френеля. С учётом найденной аналогии между пере-
носом энергии в  классических и  квантовых системах полученные решения 
могут использоваться для явного описания переходных процессов как в клас-
сических, так и в квантовых системах.



262

А. С. Ковалёва

Литература

[Biello et al., 2003] Biello J. A., Kramer P. R., Lvov Y. V. Stages of energy transfer in the FPU 
model // Discrete and Continuous Dynamical Systems (DCDS) Supplements; special 
number devoted to the Proceedings of the Fourth International Conference on Dynami-
cal Systems and Differential Equations, May 24–27, 2002, Wilmington, NC, USA. 2003. 
P. 113.

[Bleistein, Handelsman, 1975] Bleistein N., Handelsman R. A. Asymptotic Expansions of Inte-
grals. N. Y.: Dover, 1975.

[Chen et al., 2010] Chen Z., Berciaud S., Nuckolls C., Heinz T. F., Brus L. E. Energy trans-
fer from individual semiconductor nanocrystals to graphene // ACS Nano. 2010. V. 4. 
P. 2964–2968.

[Gradshteyn, Ryzhik, 2000] Gradshteyn I. S., Ryzhik I. M. Tables of Integrals, Series, and 
Products. 6th ed. San Diego CA.: Academic Press, 2000.

[Kosevich et al., 2008] Kosevich Yu. A., Manevitch L. I., Savin A. V. Wandering breathers and 
self-trapping in weakly coupled nonlinear chains: Classical counterpart of macroscopic 
tunneling quantum dynamics // Physical Review E. 2008. V. 77. P. 046603.

[Kosevich et al., 2007] Kosevich Yu. A., Manevitch L. I., Savin A. V. Energy transfer in coupled 
nonlinear phononic waveguides: transition from wandering breather to nonlinear self-
trapping // J. Physics: Conference Series. 2007. V. 92. P. 012093.

[Kovaleva et al., 2010] Kovaleva A., Manevitch L. I., Manevitch E. Intense energy transfer and 
superharmonic resonance in a system of two coupled oscillators // Physical Review E. 
2010. V. 81. P. 056215.

[Kovaleva et al., 2011] Kovaleva A., Manevitch L. I., Kosevich Yu. A. Fresnel integrals and ir-
reversible energy transfer in an oscillatory system with time-dependent parameters 
// Physical Review E. 2011. V. 83. P. 026602.

[Landau, 1932] Landau L. D. Zur Theorie der Energieubertragung. II // Phys. Z. Sowjetuni-
on. 1932. V. 2. P. 46–51.

[de Lima et al., 2010] de Lima M. M., Jr., Kosevich Yu. A., Santos P. V., Cantarero A. Surface 
acoustic Bloch oscillations, the Wannier-Stark ladder, and Landau-Zener tunneling in a 
solid // Physical Review Letters. 2010. V. 104. P. 165502.

[Lvov et al., 1998] Lvov Y. V., Binder R., Newell A. C. Quantum weak turbulence with applica-
tions to semiconductor lasers // Physica D. 1998. V. 121. P. 317–343.

[Lvov et al., 2000] Lvov Y. V., Newell A. C. Finite flux solutions of the quantum Boltzmann 
equation and semiconductor lasers // Physical Review Letters. 2000. V. 84. P. 1894.

[Majorana, 1932] Majorana E. Atomi orientati in campo magnetico variabile // Nuovo Ci-
mento. 1932. V. 9. P. 43–50.

[Manevich, Manevitch, 2005] Manevich A. I., Manevitch L. I. The Mechanics of Nonlinear 
Systems with Internal Resonances. L.: Imperial College Press, 2005.

[Manevitch, 2007] Manevitch L. I. New approach to beating phenomenon in coupled nonlin-
ear oscillatory chains // Archive of Applied Mechanics. 2007. V. 77. P. 301–312.

[Manevitch et al., 2003] Manevitch L. I., Gendelman O., Musienko A., Vakakis A. F., Berg-
man L. A. Dynamic interaction of a semi-infinite linear chain of coupled oscillators with 
a strongly nonlinear end attachment // Physica D. 2003. V. 178. P. 1–18.

[Manevitch et al., 2011] Manevitch L. I., Kosevich Yu. A., Mane M., Sigalov G. M., Berg-
man L. A., Vakakis A. F. Towards a new type of energy trap: Classical analog of quantum 
Landau-Zener tunneling // Intern. J. Non-Linear Mechanics. 2011. V. 46. P. 247–252.

[Nayfeh, 2000] Nayfeh A. H. Perturbation Methods. Weinheim. Germany: Wiley, 2000.
[Newell et al., 2001] Newell A. C., Nazarenko S., Biven L. Wave turbulence and intermittency 

// Physica D. 2001. V. 152/153. P. 520–550.



Резонансный перенос энергии в колебательной системе

[Rosam et al., 2003] Rosam B., Leo K., Glück M., Keck F., Korsch H. J., Zimmer F., Köhler K. 
Lifetime of Wannier-Stark states in semiconductor superlattices under strong Zener tun-
neling to above-barrier bands // Physical Review B. 2003. V. 68. P. 125301.

[Sahakyan et al., 2010] Sahakyan N., Azizbekyan H., Ishkhanyan H., Sokhoyan R., Ishkhan-
yan A. Weak coupling regime of the Landau-Zener transition for association of an atom-
ic Bose-Einstein condensate // Laser Physics. 2010. V. 20. P. 291–297.

[Saito et al., 2006] Saito K., Wubs M., Kohler S., Hanggi P., Kayanuma Y. Quantum state prep-
aration in circuit QED via Landau-Zener tunneling // Europhysics Letters (EPL). 2006. 
V. 76. P. 22–28.

[Sanchis-Alepuz et al., 2007] Sanchis-Alepuz H., Kosevich Yu. A., Sanchez-Dehesa J. Acoustic 
analogue of Bloch oscillations and Zener tunneling in ultrasonic superlattices // Physical 
Review Letters. 2007. V. 98. P. 134301.

[Stückelberg, 1932], Stückelberg E. C. G. Theorie der unelastischen Stösse zwischen Atomen 
// Helvetica Physica Acta. 1932. V. 5. P. 369.

[Trompeter et  al., 2006] Trompeter  H., Pertsch  T., Lederer  F., Michaelis  D., Streppel  U., 
Bräuer A., Peschel U. Visual observation of Zener tunneling // Physical Review Letters. 
2006. V. 96. P. 023901.

[Vakakis et al., 2008] Vakakis A. F., Gendelman O., Bergman L. A., McFarland D. M., Ker-
schen G., Lee Y. S. Passive Nonlinear Targeted Energy Transfer in Mechanical and Struc-
tural Systems. Berlin, N. Y.: Springer-Verlag, 2008.

[Zener, 1932] Zener C. Non-adiabatic crossing of energy levels // Proc. Royal Society. L., 
1932. V. A 137. P. 696–702.

Resonant Energy Transfer in the Oscillatory System
A. S. Kovaleva
Space Research Institute of Russian Academy of Sciences (IKI RAN)

In this paper we investigate irreversible energy transfer in the system of two weakly-coupled 
linear oscillators. It is assumed that the oscillator with constant parameters is excited by an 
initial impulse while the coupled oscillator with a slowly changing frequency is initially at rest. 
The occurrence of energy transfer in this system during an adiabatic passage through reso-
nance was recently confirmed by numerical and experimental modelling. The present work 
demonstrates for the first time that in many significant limiting cases an explicit asymptotic 
solution can be found in the form of the Fresnel integrals. The obtained approximate solution 
provides a simple explicit description of irreversible energy transfer from the initially excited 
oscillator to the oscillator being initially at rest. Energy of each oscillator can be simply cal-
culated at any time-instant. In view of a previously found analogy between energy transfer in 
a classical oscillatory system with variable parameters and non-adiabatic quantum Landau-
Zener tunneling, the Fresnel-type solution allows a simple analytic description of the tran-
sient dynamics in both classical and quantum Landau-Zener systems. This implies that the 
results presented in this paper, in addition to providing an analytical framework for under-
standing the transient dynamics of coupled oscillators, suggest an approximate procedure 
for solving the linear Landau-Zener problem with arbitrary initial conditions over a finite 
time-interval.

Keywords: resonance, energy transfer.

Kovaleva Agnessa Solomonovna  — leading researcher, doctor of physical and mathematical sci-
ence, agnessa_kovaleva@hotmail.com
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Явление запаздывания критических температур 
при  медленных фазовых переходах в  нематических  
жидких кристаллах
Е. Д. Суровяткина
Институт космических исследований Российской академии наук (ИКИ РАН)

В  рамках теории Ландау-де Жена рассматриваются фазовые переходы в  термотроп-
ном нематическом жидком кристалле, степень упорядоченности которого опреде-
ляется температурой. Квазистационарная теория предсказывает две критические 
температуры: температура переохлаждения, ниже которой изотропная фаза теря-
ет устойчивость, и  температура перегрева, выше которой упорядоченное состояние 
не  существует. В  рамках квазистационарной теории критические температуры явля-
ются характеристиками жидкокристаллического вещества. В  работе показано, что 
в  противоположность квазистационарной теории при медленном изменении темпе-
ратуры критические температуры фазового перехода зависят от распределения самой 
температуры. В  частности, в  случае медленного нагревания при  фазовом переходе 
«нематик-изотропная фаза» возникает явление запаздывания потери устойчивости 
нематической фазы, величина сдвига температуры перегрева зависит от скорости из-
менения температурно-зависимого параметра. Наиболее значительный эффект на-
блюдается при медленном охлаждении, т. е. при переходе «изотропная фаза-нематик». 
Однако в этом случае сдвиг температуры переохлаждения зависит от начальной тем-
пературы и не зависит от скорости изменения температуры. Описанное в работе явле-
ние запаздывания критических температур может быть использовано для улучшения 
или уточнения характеристик жидкокристаллического вещества при создании жидких 
кристаллов с заданными характеристиками.

Ключевые слова: теория Ландау-де Жена, параметр порядка, динамические би-
фуркации, фазовые переходы, критические температуры, нематик.

Введение

Жидкие кристаллы являются одним из ключевых элементов современных 
технологий. Популярность их применения растёт благодаря следующему за-
мечательному свойству  — жидкие кристаллы при переключении из одного 
состояния в другое под действием внешних факторов, таких как температура, 
электрическое поле, свет определённого диапазона или механическое напря-
жение, почти не потребляют энергии. Одной из актуальных технологических 
проблем является создание жидких кристаллов с  необходимыми свойствам. 
Удачный подбор характеристик жидкокристаллического вещества позволяет 
оптимизировать внешние воздействия, вызывающие необходимые структур-
ные изменения в  жидких кристаллах, например, при использовании в  элек-
троуправляемых оптических устройствах, дисплеях и т. д. Как известно [БСЭ, 
1969–1978], критическая температура  — одна из неизменяющихся характе-
ристик (констант) вещества. Однако в  данной работе показано, что крити-
ческие температуры нематического жидкокристаллического вещества могут 
сдвигаться при изменении во времени температуры, вызывающей фазовый 
переход.

Суровяткина Елена Дмитриевна — ведущий научный сотрудник, доктор физико-математи-
ческих наук, selena@iki.rssi.ru
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В этой работе мы будем рассматривать нематические жидкие кристаллы 
или нематики (нема — греч. нить) — сложные анизотропные жидкости, обла-
дающие дальним порядком в расположении молекул [Блинов, 2012; де Жен, 
1977; Сонин, 1983]. Нематики характеризуются ориентацией продольных 
осей молекул вдоль некоторого направления, что отличает их от  обычных 
изотропных жидкостей. Продольные оси молекул нематика ориентированы 
приблизительно параллельно друг другу, но центры тяжести молекул распо-
ложены беспорядочно, как в жидкости.

При изменении температуры, давления или соотношения компонентов 
в смеси в жидких кристаллах происходят переходы между различными фаза-
ми. В  этой работе мы рассматриваем обладающий наибольшей общностью 
фазовый переход «нематик-изотропная жидкость», возникающий вследствие 
изменения температуры.

Рассмотрение проводится в  рамках теории фазового перехода термо-
тропного нематика Ландау-де Жена [де Жен, 1977; Ландау, Лифшиц, 1976]. 
Главными понятиями в этой теории являются симметрия фаз и параметр по-
рядка, характеризующий эту симметрию, которые позволяют различить неупо-
рядоченную фазу изотропной жидкости и упорядоченную нематическую фазу.

Мы будем рассматривать термотропные нематические жидкие кристал-
лы, степень упорядоченности которых зависит от температуры [де Жен, 1977]. 
В этой работе рассматривается случай неравновесной динамики, когда темпе-
ратурно-зависимый параметр изменяется во времени.

В  простейшем случае ориентационная симметрия нематических жидких 
кристаллов является одноосной: в  каждой точке жидкости существует всего 
одно выделенное направление ориентации молекул. Поэтому макроскопиче-
ское состояние такого тела можно описать заданием двух макроскопических 
величин: директором  — единичным вектором  n, характеризующим направ-
ление преимущественной ориентации молекул, и параметром порядка S, ко-
торый служит мерой упорядочения длинных осей относительно выделенного 
направления — директора n. В частности, в изотропной фазе, в которой моле-
кулы расположены беспорядочно, параметр порядка равен нулю, а в упорядо-
ченной нематической фазе — отличен от нуля.

В  рамках теории Ландау-де Жена состояния устойчивого равновесия 
параметра порядка определяются путём минимизации функции плотности 
свободной энергии [Блинов, 2012; де Жен, 1977; Сонин, 1983]. В  рассма-
триваемом случае фазовый переход «нематик-изотропная жидкость» воз-
никает вследствие изменения во времени температурно-зависимого пара-
метра A в разложении свободной энергии типа Ландау-де Жена (см. разд. 1). 
Состояния равновесий параметра порядка S при данной температуре A соот-
ветствуют минимумам функции плотности свободной энергии для данного 
значения  A. Разложение свободной энергии по  степеням параметра порядка 
производится до  4-го порядка включительно, так что все устойчивые состо-
яния являются или одноосными, или изотропными. Минимумы функции 
плотности свободной энергии определяют низкотемпературную упорядочен-
ную нематическую фазу с S > 0 и полностью описываются в рамках разложе-
ния Ландау-де Жена, тогда как высокотемпературная изотропная фаза опре-
деляется как абсолютный минимум, приходящийся на S = 0.

Анализ устойчивости разложения свободной энергии типа Ландау-де Жена 
при фазовых переходах в  термотропном нематике показывает наличие двух 



266

Е. Д. Суровяткина

критических температур. Первая  — температура переохлаждения  — темпе-
ратура абсолютной потери устойчивости изотропной фазы при охлаждении. 
Вторая — температура перегрева — температура абсолютной потери устойчи-
вости нематической фазы при перегреве. При температуре переохлаждения 
происходит обмен устойчивостью между фазой изотропной жидкости и твёр-
дой кристаллической фазой, такой сценарий обмена устойчивостью соответ-
ствует транскритической бифуркации. При температуре перегрева происхо-
дит жёсткая потери устойчивости нематической фазы, устойчивое и неустой-
чивое состояния сливаются в одно, далее они исчезают и происходит резкое 
падение параметра порядка до нуля, т. е. переход в устойчивую фазу изотроп-
ной жидкости — такой сценарий потери устойчивости соответствует бифур-
кации «седло-узел» [Бутенин и  др., 1976, с.  48]. В  интервале, ограниченном 
критическими температурами, нематическая жидкокристаллическая фаза со-
существует с фазой изотропной жидкости.

В квазистационарном случае параметр температуры A изменяется беско-
нечно медленно (квазистационарно). Однако на практике температура всег-
да является функцией времени, и в этой работе мы рассматриваем эволюцию 
параметра порядка S, когда параметр температуры A медленно меняется, про-
ходя критические значения температур. Говоря о квазистационарном случае, 
мы имеем в  виду постоянное значение  A; когда речь идёт о  динамическом 
случае, имеется в виду зависимая от времени переменная A.

Мы анализируем бифуркации критических температур в  разложении 
плотности свободной энергии типа Ландау-де Жена, модифицировав его 
только тем, что приняли параметр температуры  A(T) медленно меняющим-
ся во времени  — A(T,  t). При медленном прохождении критических точек 
при нагревании и  охлаждении наблюдается известное явление термическо-
го гистерезиса, которое в  литературе о  фазовых переходах «нематик-изо-
тропная фаза» служит свидетельством сосуществования (метастабильности) 
двух фаз  — изотропной и  нематической  — и  используется для определения 
критических температур в  эксперименте. Основной результат данной рабо-
ты заключается в  том, что при медленном прохождении критических точек 
возникает явление запаздывания критических температур, обусловленное 
распределением самой температуры. В частности, в случае медленного нагре-
вания в фазовом переходе «нематик-изотропная фаза» отмечается запаздыва-
ние потери устойчивости нематической фазы; величина сдвига критической 
температуры от  её значения, предсказанного квазистационарной теорией 
Ландау-де Жена, зависит от  скорости изменения температурно-зависимого 
параметра. Наиболее значительный эффект наблюдается при медленном ох-
лаждении при переходе «изотропная фаза-нематик», когда запаздывание по-
тери устойчивости изотропной фазы от  её квазистационарного значения 
не зависит от скорости изменения температуры, сдвиг критической темпера-
туры зависит от начальной температуры перехода. Таким образом, результат 
экспериментальных измерений с использованием гистерезиса не соответству-
ет квазистационарным значениям критических температур, а  зависит от  на-
правления прохождения критических точек, а также скорости изменения тем-
пературы или начального значения температуры.

Исследования бифуркационных переходов с  изменяющимся во време-
ни бифуркационным параметром (динамических бифуркаций) начались 
в  1960‑х  гг. [Понтрягин, 1957; Шишкова, 1973] и  особенно активно разви-
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вались в  течение последних 25  лет ([Нейштадт, 1987, 1988; Baesens, 1991; 
Collinge, Ockendon, 1979; Erneux, Mandel, 1986] и др.). В общем случае, явле-
ние динамических бифуркаций зависит от  ряда факторов, таких как приро-
да (или тип) точки бифуркации, начальные условия бифуркационного пара-
метра, наличие шума, и т. д. В некоторых частных случаях важным фактором 
является скорость, с которой бифуркационный параметр преодолевает точку 
бифуркации, играющую в нашем исследовании роль малого параметра.

Случаи седлоузловой бифуркации с  изменяющимся во времени бифур-
кационным параметром были рассмотрены в работах [Мищенко, Розов, 1975; 
Мищенко и др., 1995; Понтрягин, 1957; Haberman, 1979], где было показано 
явление запаздывания потери устойчивости и получены аналитические оцен-
ки такого запаздывания. Случаи транскритической бифуркации рассматрива-
лись в работах [Lebovitz, Schaar, 1975; Nefedov, Schneider, 1998], где было по-
казано явление запаздывания обмена устойчивостью и получены аналитиче-
ские оценки для этого типа бифуркации. Аналитические оценки критических 
температур при фазовых переходах «нематик-изотропная жидкость» и  «изо-
тропная жидкость-нематик» для седлоузловой и транскритической бифурка-
ций получены в работе [Majumdar et al., 2013].

Целью данной работы является изложение общего подхода к  описанию 
фазовых переходов с меняющимся во времени параметром порядка в условиях, 
когда параметр температуры (или другой параметр) изменяется во времени.

В  разд. 1 мы приведём краткий обзор основных понятий и  сведений из 
теории фазовых переходов «нематик- изотропная жидкость» Ландау-де Жена 
и опишем квазистационарную и затем динамическую модель фазового пере-
хода «нематик-изотропная жидкость». Далее, в  разд. 2, будут представлены 
результаты численного моделирования и  приведены аналитические оценки 
затягивания критических температур при медленных изменениях управля-
ющего параметра. Будет описано явление запаздывания критических темпе-
ратур фазового перехода и показано, что это явление обусловлено распреде-
лением самой температуры, в частности, начальным значением температуры 
или скоростью изменения температуры. Далее, в  разд. 3, будут обсуждаться 
возможные приложения явления запаздывания критических температур для 
создания жидких кристаллов с заданными характеристиками.

1.  Модель

В  основе теории фазовых переходов в  жидких кристаллах Ландау лежат два 
основных положения:

•	 введение параметра порядка для описания системы;
•	 функция, описывающая свободную энергию в  окрестности фазового 

перехода, должна быть аналитической.

Первое условие заключается в том, что макроскопические свойства жид-
ких кристаллов могут быть описаны с  использованием параметра порядка, 
который в окрестности фазового перехода можно считать малым. Второе ус-
ловие предполагает, что для описания свойств фаз по  обе стороны от  точки 
фазового перехода используется одна функция термодинамического потен-
циала. Рассмотрим подробнее каждое из условий.
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1.1.  Параметр порядка

Рассмотрим систему вытянутых молекул, имеющих вид стержней («простые 
стержни»), для которых возможно нематическое поведение, т. е. упорядоче-
ние молекул в  рассматриваемом нами объёме жидкого кристалла можно ха-
рактеризовать директором n. Выберем направление оси нематика n (т. е. сред-
нее направление осей молекул) в  качестве оси  z прямоугольной (x,  y,  z) си-
стемы координат. Направим a вдоль оси отдельного стержня. Предположим, 
что оси молекул обладают полной симметрией вращения относительно  a. 
Определим вектор a его полярными углами α и φ:

sin cos ,
sin sin ,
cos ,

x

y

z

a
a

a

α φ

α φ

φ

= ×

= ×

=

где α  — угол между направлением  a (продольной оси молекулы) и  директо-
ром n; φ — угол между проекцией a на плоскость (x, y) и осью x.

Упорядочение длинных осей молекул можно выразить через корреляци-
онную функцию f(α,  φ), которая имеет следующий смысл: если задана ори-
ентация молекул директором n, то f(α)dΩ есть вероятность того, что директор 
находится внутри малого телесного угла dΩ = sin α dαdφ около направления n.

С учётом описанных выше предположений, в  нематиках выполняются 
следующие условия:

1)	 f(α,  φ) независимо от  φ (фаза обладает полной симметрией относи-
тельно n);

2)	 f(α) = f(π – α) — направления n и –n эквивалентны.

Отсюда следует, что упорядочение нематика можно охарактеризовать 
параметром, связанным с  функцией f(α). Использование среднего значения 
<cos α>:

cos ( )cos dfα α α Ω= =òan

неудобно, потому что эта величина тождественно равна нулю вследствие ус-
ловия  «2». Следовательно, необходимо использовать квадруполь, который 
определяется как

2 21 13cos 1 ( ) (3cos 1) d ,
2 2

S fα α α Ω= - = -ò � (1)

где α  — угол между направлением продольной оси молекулы и  директором; 
<cos2α> — среднее по всем молекулам значение cos2α,

2 2

1

1cos cos ,
N

i
iN

α α
=

= å

где N — число молекул.
Например, если оси молекул расположены параллельно, функция f(α) 

имеет резкие пики около α = 0 и α = π, то cos α = ±1 и S = 1. Если молекулы 
расположены беспорядочно, f(α) не  зависит от  α, то <cos2α> = 1/3 и  S = 0. 
Следовательно, величина S имеет значение между  0 и  1. Таким образом, 
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S служит мерой упорядочения длинных осей относительно выделенного 
направления — директора n.

Если направление директора n меняется при изменении температуры или 
при приложении электрических полей, тогда изменение ориентации будет 
приводить к  изменению направления  n в  локальной системе координат, что 
приводит к необходимости введения тензорного параметра порядка, который 
в  простейшем случае одноосной симметрии можно выразить как изменение 
ориентации через компоненты директора n:

1 ,
3ij i j ijQ S n n δ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
= - � (2)

где δij — символ Кронекера, δij = 1, если i = j, и δij = 0, если i ≠ j; S — скаляр-
ная величина, дающая долю молекул, ориентированных своими длинными 
осями в  заданном направлении; величину  S, определённую выше форму-
лой  (1), называют скалярным параметром порядка. Если молекулы располо-
жены хаотично, то Qij = 0. С  ростом степени ориентации, т. е. с  уменьшени-
ем углов изменения направления директора, компонента параметра порядка, 
связанная с этой ориентаций, будет возрастать.

1.2.  Плотность свободной энергии

Принимая, что значение Qij можно считать малым в  окрестности фазового 
перехода, разложение Ландау-де Жена плотности свободной энергии в  ряд 
по степеням тензорного параметра имеет вид:

0
1 1 1 ,
2 3 4

( ) .

ij ji ij jh hi ij jh hm miF F AQ Q BQ Q Q CQ Q Q Q

A T T Tβ β ∆*

üïï= + + + + ïïýïï= - = × ïïþ


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В этом уравнении F0 — плотность свободной энергии изотропной фазы; 
A, B и C — коэффициенты разложения, являющиеся функциями температуры 
и  давления, A линейно зависит от  температуры  T; T * (как ниже будет пока-
зано) — температура абсолютной потери устойчивости изотропной фазы при 
охлаждении; коэффициенты β, B и C зависят от свойств жидкокристалличе-
ского вещества, не имеют особенностей вблизи T * и будем рассматривать их 
как постоянные величины.

Все слагаемые инвариантны относительно осей х, у, z. В разложении нет 
слагаемого, линейного по Qij. Это обусловлено тем, что, по условию, в состоя-
нии с минимальной свободной энергией, сама свободная энергия должна за-
висеть только от Qij, поэтому при дифференцировании по параметру порядка 
не было бы абсолютного минимума при Qij = 0, так как появилась бы посто-
янная величина.

Для подстановки в разложение (3) выражения для тензорного параметра 
порядка  (2), необходимо выбрать систему координат, в  которой матрица  Qij 
в выражении (2) является диагональной. Проведя суммирование по повторя-
ющимся индексам, получаем

22 ,
3ij jiQ Q S=   32 ,

9ij jh hiQ Q Q S=   2 44( ) .
9ij jh hm mi ij jhQ Q Q Q Q Q S= =
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С  учётом этого получим разложение плотности свободной энергии 
по степеням скалярного параметра порядка

2 3 4
0

1 2 1
3 27 9

F F AS BS CS= + + + + � (4)

Устойчивыми будем считать состояния, при которых плотность свобод-
ной энергии имеет минимум.

На рис. 1 показано графическое представление зависимости плотности 
свободной энергии от параметра порядка F(S) для различных значений тем-
пературы при A > 0, B < 0 и C > 0.

Как видно из графика (см. рис. 1), при температуре T > T ** абсолютный 
минимум T(S) соответствует S = 0, это означает, что устойчивой является 
только фаза изотропной жидкости. При T = T ** возникает второй локальный 
минимум S ≠ 0, соответствующий нематической фазе, но минимумы не рав-
нозначны по  энергии: минимум при S = 0 гораздо ниже, чем минимум при 
S ≠ 0, поэтому нематическая фаза является метастабильной.

Рис. 1. Плотность свободной энергии как функция параметра порядка  S. Сплош-
ными линиями показаны аналитические оценки для трёх критических температур: 
T *(S = B/(2C)  — температура, ниже которой изотропная фаза теряет устойчивость, 
и  только нематическая фаза является устойчивой; TNI  — температура, при которой 
свободные энергии нематической и изотропной фаз равны — обе фазы сосуществуют: 
изотропная при S = 0 и нематическая при S = B/(3C); T **(S = B/(4C) — температура, 
выше которой является устойчивой только изотропная фаза. Пунктирными линия-
ми показана плотность свободной энергии для промежуточных значений температу-
ры (A = βΔT) при значениях параметров β = 0,042·106 Н·м–2·K–1, B = –0,64·106 Н·м–2, 

C = 0,35·106 Н·м–2 [Priestley et al., 1976]
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При T = TNI свободные энергии нематической и изотропной фаз равны — 
на кривой F(S) два равнозначных минимума, что означает сосуществование 
изотропной фазы с  S = 0 и  нематической фазы с  S ≠ 0. При T * < T < TNI су-
ществуют два минимума, но минимум при S ≠ 0 гораздо ниже, чем при S = 0, 
следовательно, изотропная фаза является метастабильной. Более низкая тем-
пература T = T * служит нижним пределом существования изотропной фазы, 
при T < T * минимум при S = 0 исчезает, изотропная фаза полностью теряет 
устойчивость, и остаётся только один минимум S ≠ 0, соответствующий нема-
тической фазе. Следовательно, при T < T * устойчивой является только нема-
тической фаза.

Условия равновесия и устойчивости нематической и изотропной фаз по-
лучим из условия минимума свободной энергии (4):

2 3d 1 2 0.
d 3 3

F AS BS CS
S
= - + = � (5)

Это уравнение имеет два решения, при которых параметр порядка S ≥ 0:
S = 0,� (5.1)

2
1 1 24 ;

4
B ACS
C B

é ù
ê ú= + -ê úê úë û

� (5.2)

1)	 решение (5.1) соответствует изотропной фазе, которая абсолют-
но устойчива при A > β(TNI – T *) = B2/(27C), метастабильна для 
0 < A < β(TNI – T *) = = B2/(27C);

2)	 решение (5.2) соответствует нематической фазе, которая абсо-
лютно устойчива при A < β(TNI – T *) = B2/(27C), метастабильна 
при β(TNI – T *)  <A < β(T ** – T *) = B2/(24C) и  не определена при 
A > β(T ** – T *) = B2/(24C).

Таким образом, при T * < T < T ** имеет место метастабильная область, 
где T = T * (A* = 0) — температура абсолютной потери устойчивости изотроп-
ной фазы при охлаждении; T = T ** (A** = B2/(24C)) — температура абсолют-
ной потери устойчивости нематической фазы при нагревании. Температура 
перехода T * < TNI < T **(A = B2/(27C), при которой свободные энергии не-
матической и изотропной фаз должны быть равны, соответствует значениям 
параметра порядка S = B/(3C) для нематической фазы и S = 0 для изотропной 
фазы.

Теория Ландау-де Жена правильно описывает основные черты фазового 
перехода «нематик-изотропная жидкость», типичные для фазовых переходов 
1-го рода, такие как наличие метастабильной области, возможность пере-
грева и  переохлаждения, скачкообразный переход из одной фазы в  другую. 
Используя оценки (5.1) и (5.2) и значения полученных экспериментально ко-
эффициентов β = 0,042·106 Н·м–2·K–1, B = –0,64·106 Н·м–2, C = 0,35·106 Н·м–2 
[Priestley et  al., 1976], можно оценить ΔT = T – T *. Эти оценки показаны на 
рис. 1. Например, при температуре TNI , при которой свободные энергии не-
матической и  изотропной фаз должна быть равны, область метастабильной 
зоны ΔT = 1 K. При ΔT = 0,5 K нематическая фаза является более устойчи-
вой, чем изотропная при ΔT = 1,5 K, и  при ΔT = 2 K устойчивой является 
только изотропная фаза.
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1.3. К вазистационарный случай

Динамику параметра порядка при фазовом переходе «нематик-изотропная 
жидкость», возникающем при квазистационарном изменении температуры T, 
будем описывать уравнением Ландау-Халатникова [Ландау, Халатников, 
1954]

d d 0,
d d
S F
t S

γ + = � (6)

где параметр γ характеризует скорость релаксации системы к положению рав-
новесия или эффективный коэффициент вязкости; dF/dS — функциональная 
производная (5).

Уравнение (6) с учётом (5) можно переписать в виде
2d 1 2 3 ( ) ,

d 3
S S CS BS A T
t

γ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

=- - + � (7)

где A(T) = β(T  –T *); β  — положительная константа, характеризующая свой-
ства материала; T *  — температура плавления, выше которой нематическая 
фаза теряет устойчивость.

Для того чтобы привести уравнение  (7) к  удобному для последующего 
анализа виду, примем:

,
4
BS S
C

=   
2

.
24
BA A

C
=  � (8)

Тогда уравнение (7) будет иметь вид
2

2d 2 ( ) ,
d 24
S B S S S A T
t C

γ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

=- - +


    � (9)

где
*

2
24( ) ( ).CA T T T
B

β= - � (10)

Зависимость устойчивых значений параметра порядка S  от температур-
но-зависимого параметра ,A  или бифуркационная диаграмма уравнения (6), 
представлена на рис. 2.

В точке A**, S = 1 (T = T **) — точке перегрева, нематическая фаза теряет 
устойчивость, и  при A > A** изотропная фаза S = 0 остаётся единственным 
положением равновесия, такой переход в точке A = A** соответствует бифур-
кации «седло-узел» (SNB). В точке A* = 0, S = 0 (T = T *) — точке переохлаж-
дения  — изотропная фаза полностью теряет устойчивость, и  при A < A** 
устойчивой является только нематической фаза. Переход через точку A* = 0, 
S = 0 соответствует транскритической бифуркации (TB). При A ≥ A** устой-
чивые значения S расположены на верхней ветви параболы 1 1 .S A= + - 

1.4. Д инамическая модель

Рассмотрим фазовый переход с  медленно меняющимся во времени параме-
тром температуры.
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Примем:
d ,
d
A q
t
=±


  0(0) ,A A=   
2

.
24

Bt
Cq

τ=

Тогда уравнение (9) примет вид

( )2d 2 ( ) ,
d
S S S S A Tε τ
τ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
= - +


      0 0( ) ,S Sτ =   
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

  0(0) ;A A=  � (11)

2

4 ** **
576 1,C qq

B A A
γ

ε γ= =  � (12)

где 1ε  — безразмерная константа, которая представляет собой отношение 
времени релаксации вязкости γ/A*, которое порядка O(10–7 s) [Stewart, 2004], 
ко времени изменения температуры A**/q. Мы принимаем ε за малый пара-
метр. Далее будем рассматривать поведение системы при различных 
значениях ε.

2.  Результаты

2.1.	 Фазовый переход «изотропная жидкость-нематик»  
при медленном охлаждении

Примем, что температурно–зависимый параметр A  медленно и  линейно 
уменьшается по закону:

0 .A A τ= -  � (13)

Рис. 2. Зависимость устойчивых значений параметра порядка S  от температурно-за-
висимого параметра .A  Устойчивые значения обозначены чёрными точками, образу-
ющими сплошную чёрную линию. Пунктиром отмечена неустойчивая ветвь. Стрел-

ками показан знак производной d dS t
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Пусть начальное значение параметра порядка 0S  находится в  бассейне 
притяжения изотропной фазы при 0A A=   и  с ростом времени  τ проходит 
критическое значение 0.A* =

Основной результат заключается в следующем. Начиная с неустойчивого 
положения 0 0S ¹  изотропная фаза стремится к  устойчивому положению 

0 0S =  и достигает его окрестности O(ε) в течение интервала O(ε) по параме-
тру .A  С  ростом  τ изотропная фаза остаётся в  экпоненциальной близости 
к  устойчивому положению 0 0Sæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø=  в  интервале 0 0,A Aé ù-ê úë û

  . Наконец, при до-
стижении значения 0A A»-   изотропная фаза скачком переходит в устойчи-
вую нематическую фазу [Majumdar et  al., 2013]. Таким образом, изотропная 
фаза не теряет устойчивости сразу же после прохождения критического зна-
чения * 0.A =  Изотропная фаза достаточно долго задерживается в окрестно-
сти вновь возникшего неустойчивого состояния равновесия, и такое запазды-
вание фазового перехода «изотропная жидкость-нематик» не зависит от ско-
рости  ε, а  обусловлена начальным значением температурно-зависимого 
параметра температуры 0,A  следовательно запаздывание не  исчезает даже 
при очень медленных скоростях ε → 0.

На рис. 3 представлены результаты численного моделирования уравне-
ния (11), в условиях, когда 0 0,5,S =  параметр ( )A τ  изменяется по закону (10) 
и  0 1,5A =  при различных значениях ε. Для наглядности на рисунке совмеще-
ны бифуркационная диаграмма уравнения  (9), т. е. устойчивые значения S  

Рис. 3. Модель фазового перехода «изотропная жидкость-нематик» при медленном 
уменьшении температурно-зависимого параметра .A  Бифуркационная диаграмма 
уравнения (9) на плоскости ( ),S A  (см. рис. 1) совмещена с решением уравнения (11) 

( ),S τ  представленным на плоскости ( ),S A  при 0 ,A A τ= -   0 0,5,S =  0 1,5;A =  кри-
вая  1  — ε = 0,5; кривая  2  — ε = 0,25; кривая  3  — ε = 0,125; кривая  4  —  

ε = 0,0625
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для каждого значении параметра ,A  и  зависимость ( ( ))S A τ  от  ( )A τ  из 
уравнения (11).

Как видно из данных рис. 3, при уменьшении параметра A  со временем 
переход из изотропной фазы в нематическую происходит не при критическом 
значении 0,A* =  как в  квазистационарном случае, а  при ,A  существенно 
меньшем, чем 0,A* =  а именно при 0,A A<-   т. е. фазовый переход запазды-
вает при медленном уменьшении параметра ,A  и  это запаздывание зависит 
от  начального значения параметра 0A  и  не зависит от  значения скорости  ε. 
Значение  ε в  этом случае влияет только на то, как близко изотропная фаза 
успеет приблизиться к своему устойчивому состоянию 0S =  за время изме-
нения параметра :A  чем медленнее скорость ε, тем ближе кривая ( )S A  под-
ходит к оси абсцисс, где 0.S =

2.2.	 Фазовый переход «нематик-изотропная жидкость»  
при медленном нагревании

Рассмотрим обратный переход «нематик-изотропная жидкость», когда темпе-
ратурно-зависимый параметр медленно и линейно возрастает по закону:

0 ,A A τ= +  � (14)

при этом 0 1,A A**< =  и  с ростом времени  τ параметр A  проходит критиче-
ское значение .A**

  Примем, что начальное значение параметра порядка 0S  
находится в бассейне притяжения нематической фазы.

Очевидно, что если 0S  не является устойчивым значением, то нематиче-
ская фаза приближается к устойчивому положению в течение интервала O(ε) 
по параметру A  и затем с ростом τ нематическая фаза будет находиться в экс-
поненциальной близости к устойчивому положению, которое будет меняться 
с изменением температурно-зависимого параметра A  по мере приближения 
A  к критическому значению A** = 1.

Основной результат заключается в  том, что переход из нематической 
в изотропную фазу происходит не при критическом значении A** = 1, а при 
значении, превышающем A**, а именно: сначала потеря устойчивости нема-
тической фазы происходит при значении, превышающем A** на O(ε 2/3), по-
сле чего происходит быстрый переход в ε-окрестность изотропной фазы в те-
чение O(ε log (1/ε)) по параметру .A  В результате, согласно оценке, приведён-
ной в работе [Majumdar et al., 2013], запаздывание перехода из нематической 
в изотропную фазу происходит при

2 3**
1 2

4 1log (1 ) ,
3

A A C Cε ε ε
ε

æ ö÷çæ ö ÷ç÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ÷ çç ÷è ø ç ÷÷çè ø
» + + - +  � (15)

где C1 ≈ 2,338, C2 ≈ 0,509. Такое превышение критического значения зависит 
от скорости ε и исчезает при ε → 0.
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На рис. 4 представлены результаты численного моделирования уравне-
ния (11), в условиях, когда 0 3,S =-  параметр A  изменятся по закону (11) и 

0 3A =-  при различных значениях ε.
Как видно из данных рис. 4, при увеличении параметра A  нематическая 

фаза преодолевает критическое значение 1A** =  и ещё некоторое время пре-
бывает в окрестности критической точки (это время зависит от значения ско-
рости  ε) и  лишь затем скачком переходит в  изотропную фазу 0 0.S =  При 
большей скорости перехода ε = 0,5 (кривая 1) превышение критического зна-
чение существенно больше, чем при очень медленном переходе со скоростью 
ε = 0,0625 (кривая 4).

3. В озможные приложения

Явление запаздывания критических температур при медленных фазовых 
переходах в  нематических жидких кристаллах может быть использовано для 
улучшения характеристик жидкокристаллического (ЖК) вещества при созда-
нии жидких кристаллов с заданными характеристиками, в частности, для из-
мерения критических температур или для определения материалозависимых 
констант, характеризующих свойства жидкокристаллического вещества.

Для уточнения температуры перегрева необходимо провести экспери-
мент при медленном нагревании так, чтобы скорость изменения температу-
ры  q была меньше, чем константа, характеризующая ЖК-материал, B 4/C 2γ, 
из формулы (12).

Рис. 4. Модель фазового перехода «нематик-изотропная жидкость» при медленном 
возрастании температурно-зависимого параметра .A  Бифуркационная диаграмма 
уравнения (9) на плоскости ( ),S A  (см. рис. 1) совмещена с решением уравнения (11) 

( ),S τ  представленным на плоскости ( ),S A  при 0 ,A A τ= +   0 3,S =  0 3,A =-  кривая 1 — 
ε = 0,5; кривая 2 — ε = 0,25; кривая 3 — ε = 0,125; кривая 4 — ε = 0,0625
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Для уточнения температуры переохлаждения необходимо провести экс-
перимент при медленном нагревании при различных начальных значениях 
температуры. Начальная температура не должна быть слишком близкой к ис-
комой температуре переохлаждения (предполагается, что её ориентировоч-
ные значения известны), для того чтобы дать системе достаточно времени для 
приближения к устойчивому положению изотропной фазы.

Аналогичным образом можно определять константы жидкокристалличе-
ского вещества. Зная заранее температуру переохлаждения  T **, температуру 
перегрева T * и измеряя начальную T0 и конечную температуру TF , можно, ис-
пользуя формулы (10) и (15), оценить константы ЖК-вещества.

Шумы и  неоднородности, безусловно, оказывают влияние на значения 
критических температур. При очень медленных переходах шум оказыва-
ет разрушающее действие на эффект затягивания критических температур. 
Однако при быстром переходе эффект действия шумов ослабляется, система 
становится более устойчивой к  воздействию шумов, и  эффект затягивания 
критических температур сохраняется [Surovyatkina et al., 2005].

В  научном космическом приборостроении, когда необходимо учиты-
вать экстремальные условия работы приборов в космическом эксперименте, 
уточнение диапазона критических температур нематических жидких кристал-
лов может повысить точность измерений и надёжность в системах обработки 
и  отображения информации, дисплеях, оптических затворах и  других свето-
клапанных устройствах.

Заключение

В  данной работе исследована динамика фазовых переходов «нематик-изо-
тропная жидкость» и «изотропная жидкость-нематик» в идеальных односных 
нематических жидких кристаллах при изменяющемся во времени параметре 
температуры.

В работе показано, что при медленно изменяющемся во времени параме-
тре температуры происходит запаздывание обеих критических температур фа-
зового перехода: температуры перегрева и температуры переохлаждения.

При переходе «изотропная жидкость-нематик», когда температурно-за-
висимый параметр медленно и линейно убывает во времени, потеря устойчи-
вости жидкой изотропной фазы наступает при более низкой температуре, чем 
критическая точка переохлаждения, и запаздывание температуры переохлаж-
дения зависит от начального значения параметра и не зависит от скорости из-
менения температуры.

При переходе «нематик-изотропная жидкость», когда температурно-за-
висимый параметр медленно и линейно возрастает во времени, потеря устой-
чивости нематической фазы наступает при температуре, превышающей 
температуру перегрева, и  это превышение зависит от  скорости изменения 
температуры.

Явление запаздывания критических температур может быть использо-
вано при создании жидких кристаллов с  заданными характеристиками для 
улучшения характеристик жидкокристаллического вещества.
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Подход, развитый для изучения явлений упорядоченности в жидких кри-
сталлах при изменяющемся во времени параметре температуры, может при-
меняться для исследования фазовых переходов и критических явлений в дру-
гих системах.
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Delayed critical temperatures at a slow phase transition  
in nematic liquid crystals
E. D. Surovyatkina
Space Research Institute of Russian Academy of Sciences (IKI RAN)

Phase transitions with a slowly varying temperature-dependent parameter in uniaxial liquid 
crystals are considered in the frame of the Landau-de Gennes theory. Phenomena, arising 
here, are drastically different from predictions derived by a static approach. Within the frame-
work of the classical static theory, critical temperatures are characteristics of the liquid crystal 
matter. We find that in phase transitions induced by slowly varying temperature-dependent 
parameter, critical temperatures depend on the conditions of experiment, such as the direc-
tion of temperature change, initial temperature and also the rate at which the control variable 
crosses its critical value. We show that it is a marked difference between a monotonic increase 
and a monotonic decrease in the temperature-dependent parameter through this critical tem-
perature. In the case of the transition from isotropic phase to nematic, at slowly cooling, the 
delay in supercooling temperature is independent of the rate of change of temperature and 
depends on the initial value of temperature. However, in the case of the transition from nem-
atic to isotropic phase, at slowly heating, a delay in superheating temperature depends on the 
rate of change of temperature. Our results can be useful for clarifying the characteristics of the 
liquid crystal matter.

Keywords: Landau-de Gennes theory, order parameters, time-dependent bifurcation pa-
rameter, phase transitions, critical temperatures, nematic.
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Визуализация микрокальцинатов на основе 
двухэнергетической делительно-разностной маммографии
В. А. Горшков
Институт космических исследований Российской академии наук (ИКИ РАН)

Целью данного исследования является улучшение раннего выявления микрокаль-
цинатов как ранних предвестников онкологического заболевания. В  данной статье 
рассматривается маммография, основанная на визуализации выпуклой комбинации 
эффективного атомного номера и плотности, которые идентифицируются на основе 
двухэнергетических делительных и  разностных алгоритмов. Исследования показали, 
что визуализация выпуклой комбинации эффективного атомного номера и плотности 
существенно улучшает идентификацию микрокальцинатов.

Ключевые слова: двухэнергетическая маммография, рак, микрокальцинаты, атом-
ный номер, плотность, ранняя стадия.

Введение

Традиционная цифровая маммограмма представляет собой распределение 
доли фотонов, прошедших молочную железу без взаимодействия, которая 
определяется для источника с непрерывным спектром как

max

min
0 0

( ) exp ( , , ) ( ) d d ,
E d

E

N f E Z E x x x E
N

µ ρ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

= × -ò ò

где N0— исходное число фотонов; N — число регистрируемых фотонов, про-
шедших молочную железу без взаимодействия; f(E)  — функция плотности 
распределения энергии фотонов исходного излучения, определяемая энерге-
тическим спектром источника; μ(Z, E, x)— распределение массового коэффи-
циента полного поглощения по  вектору ввода исходного излучения  x, зави-
сящая от  атомного номера  Z и  энергии  Е; ρ(x)  — распределение плотности; 
Emin, Emax — минимальная и максимальная энергия фотонов, соответственно; 
d — толщина молочной железы.

Наличие микрокальцинатов приводит к повышению эффективного атом-
ного номера участка молочной железы, так как Z микрокальцинатов состав-
ляет 13…15, а тканей молочной железы — 6,3…7. Однако совместное влияние 
толщины, плотности и атомного номера приводит к невозможности выявле-
ния микрокальцинатов размерами менее 200 мкм. Повышение разрешающей 
способности маммографа не решает данную проблему, такие мелкие микро-
кальцинаты видны лишь на однородных фантомах.

Таким образом, для лучшей визуализации микрокальцинатов необходи-
мо отфильтровать вариацию плотности на маммограмме, что возможно на ос-
нове идентификации распределения атомного номера.

Горшков Вячеслав Алексеевич  — ведущий математик, доктор технических наук, профес-
сор, vagorshkov@mail.ru
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Материал и методы

С  целью повышения чувствительности маммограммы к  атомному номе-
ру в  мировой практике широкое распространение получил метод облучения 
молочной железы на двух различных энергиях с  последующей визуализаци-
ей распределения разности логарифмов [Boone et al., 1990; Johns, Yaffe, 1985; 
Johns et al., 1985; Lewin et al., 2003]:
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где индексы L и H соответствуют низкой и высокой энергии излучения.
Недостатком двухэнергетической разностной маммографии является на-

ложение на визуализацию распределения атомного номера вариации произ-
ведения плотности молочной железы на её толщину.

Эффективный атомный номер может быть оценён на основе двухэнерге-
тической делительной маммографии, заключающейся в  визуализации отно-
шения логарифмов оцифрованных маммограмм [Горшков и  др., 2010, 2013; 
Рожкова и др., 2009; Gorshkov et al., 2010]:
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Однако ни разность, ни отношение логарифмов не позволяют восстано-
вить численное распределение средней плотности и эффективного атомного 
номера для источников с непрерывным спектром. Учитывая незначительные 
изменения средней плотности и эффективного атомного номера, их значения 
могут быть получены на основе линейных уравнений
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zk  — коэффициенты линеаризации.
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Коэффициенты линеаризации можно получить на эталоне с известными 
распределениями плотности, толщины и эффективного атомного номера.

Поскольку как онкологическая опухоль, так и  микрокальцинаты поми-
мо повышенного атомного номера имеют и  повышенную плотность, такие 
включения лучше идентифицируются выпуклой комбинацией нормирован-
ных их значений [Рожкова и др., 2013; Gorshkov et al., 2013]:

(1 ) ,n nkZ kλ ρ= + -

где k — коэффициент (0 ≤ k ≤ 1); min
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Диагностика методом двухэнергетической делительно-разностной мам-

мографии может проводиться на традиционных маммографах, которыми до-
статочно хорошо оснащены наши клиники и медицинские центры.

Исследования проводились на цифровой маммографической системе 
AMULET компании FUJIFILM, позволяющей получать изображения с  раз-
решением 50 мкм. Всего методом двухэнергетической маммографии обследо-
вано более 40 пациентов.

Результаты

Чувствительность отношения логарифмов к  изменению произведения плот-
ности на толщину существенно ниже, чем их разности [Lewin et al., 2003]. Это 
позволяет в  значительной степени отфильтровать его вариацию на получае-
мых делительных маммограммах. При постоянной толщине участка на дели-
тельной маммограмме подавляется вариация плотности, рис. 1 иллюстриру-
ет это положение. Если на традиционной и  разностной маммограмме сосок 
практически не виден (из-за малой его толщины), то на делительной он про-
является практически той же степенью потемнения, что и  ткань молочной 
железы (см. рис. 1).

Двухэнергетическая делительная маммография позволяет применить не-
традиционный способ обработки изображения, заключающийся в смещении 
двух снимков, полученных при разных энергиях излучения.

На рис. 2 представлены двухэнергетические маммограммы, полученные 
без смещения (см. рис. 2а) и  со смещением исходных снимков (см. рис. 2б). 
На маммограмме, полученной на смещённых снимках, микрокальцинаты 
проявляются в  виде двух изображений гранул: более тёмное и  более светлое 
по сравнению с тканью молочной железы.

Это объясняется тем, что более тёмные изображения соответствуют отно-
шению коэффициента поглощения здоровой ткани для низкой энергии к ко-
эффициенту поглощения ткани с  микрокальцинатом для высокой энергии 
(µL,T  /µH,Ca). Это отношение ниже, чем отношение коэффициентов для здо-
ровой ткани (µL,T  /µH,T), и меньше, чем отношение коэффициентов для ткани 
с микрокальцинатом (µL,Ca /µH,Ca).

Более светлые изображения соответствуют отношению коэффициента 
поглощения ткани с микрокальцинатом на низкой энергии к коэффициенту 
здоровой ткани для высокой энергии (µL,Ca /µH,T). Это отношение выше, чем 
отношение коэффициентов для здоровой ткани (µL,T /µH,T), и  выше, чем от-
ношение коэффициентов для ткани с микрокальцинатом (µL,Ca /µH,Ca).
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Следовательно, гранула микрокальцината на визуализации эффективно-
го атомного номера представляется двумя изображениями, одно из которых 
является самым светлым, второе  — самым тёмным. Наличие таких двойных 
изображений  — достаточное условие принятия гипотезы о  наличии микро-
кальцинатов в молочной железе.

Так как при последовательном получении снимков на низкой и  высо-
кой энергиях молочная железа претерпевает незначительную деформацию, 
обеспечить идеальное совмещение снимков для всех областей невозможно. 
Именно этим объясняется «объёмное» изображение микрокальцинатов при 
отсутствии смещения (см. рис. 2а).

На рис. 3а приведена традиционная маммограмма, которая представляет 
непальпируемый рак в виде участка перестроенной структуры тканей молоч-
ной железы с  незначительным количеством микрокальцинатов. Однако на 
двухэнергетической маммограмме (рис. 3б) микрокальцинаты проявляются 
весьма отчётливо и существенно в большем количестве, что может свидетель-
ствовать о мультицентрическом поражении тканей молочной железы по ходу 
млечных протоков.

	 �
	 а	 б	 в

Рис. 1. Примеры традиционной (а), двухэнергетической разностной (б),  
двухэнергетической делительной (в) маммограмм

�
	 а	 б

Рис. 2. Визуализация микрокальцинатов при отсутствии смещения  
снимков (а) и при наличии смещения (б)
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Рис. 3. Традиционная (а), двухэнергетическая делительная (б) маммограммы

�
	 а	 б

�
	 в	 г

Рис. 4. Фрагменты маммограмм: а  — традиционая; б  — двухэнергетическая разност-
ная; в — то же делительная; г — то же делительно-разностная
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Последующий морфологический анализ удалённой молочной железы 
подтвердил наличие микрокальцинатов в данных областях.

Рисунок 4 иллюстрирует эффективность визуализации выпуклой комби-
нации идентифицированных нормированных значений эффективного атом-
ного номера и  плотности на фрагменте молочной железы размером 8×8 мм. 
Как видно, мельчайшие микрокальцинаты, не  выявляемые на традицион-
ной маммограмме (см. рис. 4а) и  с трудом просматриваемые на разностной 
(см. рис. 4б), на делительной проявляются существенно лучше (см. рис. 4в). 
Однако лучший результат даёт визуализация распределения выпуклой комби-
нации нормированных значений эффективного атомного номера и плотности 
(см. рис. 4г).

Заключение

Визуализация выпуклой комбинации нормированных значений эффективно-
го атомного номера и плотности, идентифицированных делительно-разност-
ным способом, позволяет выявлять микрокальцинаты более меньших разме-
ров по сравнению с традиционной рентгеновской маммографией.

Двухэнергетическая делительно-разностная маммография является весь-
ма перспективной рентгенологической технологией, позволяющей получать 
высокоинформативное изображение структур молочной железы, что явится 
серьёзным вкладом в  арсенал современных диагностических технологий об-
следования молочной железы.
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This research is aimed at improving the early detection of microcalcifications serving the ear-
liest indicator of the breast cancer. In this paper we investigate mammography based on the 
visualization of a convex combination of the effective atomic number and the density identi-
fied on the basis of the dual-energy dividing and subtraction algorithms. It is shown that the 
visualization of a convex combination of the effective atomic number and the density signifi-
cantly improves the identification of microcalcifications.
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detection.
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