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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû
Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè (êîíêðåòíî, îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-

ñòè, ÎÒÎ) ÿâëÿåòñÿ íåïåðåíîðìèðóåìîé òåîðèåé: ïîäõîä â ðàìêàõ òåîðèè
âîçìóùåíèé, â êîòîðîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìû òîëüêî è óìååì ïîñëåäîâà-
òåëüíî ðàññìàòðèâàòü êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîëÿ, íåýôôåêòèâåí èç-çà ñêîëü
óãîäíî áîëüøèõ, íåóñòðàíèìûõ ðàñõîäèìîñòåé, ïðîèñõîäÿùèõ èç îáëàñòè
ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Ðàçëîæåíèå â ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé èä¼ò ïî ñòåïå-
íÿì êîíñòàíòû, äëèíû Ïëàíêà, l2Pl = Gh̄/c3 ≈ (1, 6 · 10−33ñì)2 ðàçìåðíîñòè
(äëèíà)2 èëè (èìïóëüñ)−2, ïîñòðîåííîé èç êîíñòàíòû Íüþòîíà G, ïîñòî-
ÿííîé Ïëàíêà h̄ è ñêîðîñòè ñâåòà c. Äèàãðàììû òåîðèè âîçìóùåíèé, îïè-
ñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå êâàíòîâ òåõ èëè èíûõ ïîëåé ñ âèðòóàëüíûìè
ãðàâèòîíàìè (à â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ñ
ãðàâèòîíàìè âçàèìîäåéñòâóþò âñå ïîëÿ), ðàñõîäÿòñÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ
èëè, ÷òî òî æå, ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ. Åñëè ðåãóëÿðèçîâàòü ýòè âêëàäû
ââåäåíèåì ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èìïóëüñàì Λ < ∞, òî ñòåïåíü n â
çíà÷åíèè äèàãðàììû∼ Λn äîëæíà ðàñòè ñ ðîñòîì ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùå-
íèé, ÷òîáû îáåçðàçìåðèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíü l2Pl. Åñëè ðàñõîäèìîñòè
â ïåðâûõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî âêëþ÷èòü â ïåðåíîðìèðîâêó
íåñêîëüêèõ êîíñòàíò òåîðèè, â òîì ÷èñëå G, áîëåå ñèëüíûå ðàñõîäèìîñòè
îñòàþòñÿ. Íàäåæäà � íà âûõîä çà ðàìêè òåîðèè âîçìóùåíèé, â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî âêëàäû èìïóëüñîâ âèðòóàëüíûõ ãðàâèòîíîâ îò l−1

Pl äî Λ > l−1
Pl

çàâåäîìî íå ñóììèðóþòñÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Âîçìîæíûé ÷àñòî è äàâ-
íî îáñóæäàåìûé ñöåíàðèé â ýòîé ñâÿçè � íàëè÷èå ôóíäàìåíòàëüíîé äëè-
íû, òî åñòü ïîäàâëåííîñòü âêëàäà ðàññòîÿíèé ìåíüøå íåêîãî ìàñøòàáà,
à èìåííî lPl (èëè ïîäàâëåííîñòü âêëàäà èìïóëüñîâ âûøå l−1

Pl ). Íàëè÷èå
ôóíäàìåíòàëüíîé äëèíû ìîãëî áû ïîìî÷ü è â ðàçðåøåíèè êëàññè÷åñêèõ
ñèíãóëÿðíîñòåé òèïà ÷¼ðíûõ äûð � ïðè ýòîì ìû áû èìåëè ñòàáèëèçàöèþ

3



êîëëàïñà íà ìàñøòàáå ýòîé äëèíû. Êîððåêòíîå îïèñàíèå ãðàâèòàöèè áûëî
áû âàæíî è äëÿ äðóãèõ êâàíòîâàííûõ ïîëåé, òàê êàê îíè ñóùåñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, îïèñûâàåìîì ÎÒÎ. Ýòî áû ïîçâîëèëî ââåñòè â ðàñ-
ñìîòðåíèå, íàðÿäó ñ ïåðåíîðìèðóåìûìè, òàêæå è íåïåðåíîðìèðóåìûå ïîëÿ
ìàòåðèè. Äàæå â ïåðåíîðìèðóåìûõ òåîðèÿõ ïðîìåæóòî÷íî ïîëó÷àþòñÿ áåñ-
êîíå÷íûå âåëè÷èíû, òàêèå êàê ýëåêòðîìàãíèòíûé âêëàä â ìàññó ýëåêòðîíà
èëè ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè [E2(x)+H2(x)]/8π âàêóóìà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ. Õîòÿ ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâêè èçáàâëÿåò íàñ îò ðàñõîäèìî-
ñòåé â êîíå÷íîì îòâåòå, âñ¼ æå â ïîëíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîé ôèçè÷åñêîé
òåîðèè èõ íå äîëæíî áûòü âîîáùå, êàê è áûëî áû ïðè íàëè÷èè ôóíäàìåí-
òàëüíîé äëèíû. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òåîðèè ñ ôóíäàìåíòàëüíîé äëèíîé �
òåîðèÿ ïîëÿ íà ðåø¼òêå, â êîòîðîé ôóíäàìåíòàëüíàÿ äëèíà � øàã ðåø¼ò-
êè � ââåä¼í èçâíå. Èíòåðåñ, îäíàêî, ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü
ôóíäàìåíòàëüíóþ äëèíó âíóòðè ñàìîé òåîðèè. Äëÿ àíàëèçà âîçìîæíîñòè
òàêîãî ñöåíàðèÿ åñòåñòâåííî áûëî áû èìåòü îïèñàíèå ãðàâèòàöèè, â êîòî-
ðîì îñíîâíîé ïåðåìåííîé êàê ðàç è áûëà áû äëèíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ
âûõîäà çà ðàìêè òåîðèè âîçìóùåíèé, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè íåãàóññîâà
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, áûâàåò íåîáõîäèìî èìåòü âìåñòî êîíòèíóàëü-
íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñêîëü óãîäíî áîëüøîå, íî äèñêðåòíîå èõ ÷èñëî.
Äâóìÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò èñ÷èñëåíèå Ðåäæå, êîãäà âìåñòî ïðîèç-
âîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìû ðàññìàòðèâàåì åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé �
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ñîñòàâëåííîå èç ïëîñêèõ ÷åòûð¼õìåðíûõ òåòðàýäðîâ
(4-ñèìïëåêñîâ) � êóñî÷íî-ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Ãåîìåòðèÿ òàêîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíûì íàáîðîì ïåðå-
ìåííûõ � äëèí ð¼áåð. Ïîñêîëüêó ëþáîå ãëàäêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåíî êóñî÷íî-ïëîñêèì, êîãäà õàðàêòåðíûé
ðàçìåð ð¼áåð òåòðàýäðîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ìû íå òåðÿåì â ñóùåñòâåííîì
ãðàâèòàöèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîãäà îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì
êóñî÷íî-ïëîñêîé ãåîìåòðèè.
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Öåëü è íàó÷íûå çàäà÷è ðàáîòû
Îñíîâíàÿ öåëü � èçó÷åíèå èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå â êà÷åñòâå êàíäèäàòà íà

ðîëü ñàìîñîãëàñîâàííîãî îïèñàíèÿ ãðàâèòàöèè ñ íàëè÷èåì ôóíäàìåíòàëü-
íîé äëèíû. Ñàìîñîãëàñîâàííîñòü îïèñàíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êâàíòîâûå
ñðåäíèå äëèí ð¼áåð íå ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè ëèáî íóëþ (ïîñëåäíèé ñëó-
÷àé îçíà÷àë áû âîçâðàò ê íåïðåðûâíîé òåîðèè). Åñëè ê òîìó æå êâàíòî-
âîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé äëèí çàìåòíî îòëè÷íî îò íóëÿ
òîëüêî âáëèçè îïðåäåë¼ííûõ çíà÷åíèé (ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîé äëèíû, êàê
åäèíñòâåííîãî ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà â çàäà÷å), òî ìû ïîëó÷èì è ýôôåêò
ôóíäàìåíòàëüíîé äëèíû êàê â òåîðèè íà ðåø¼òêå, ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ðå-
ø¼òêà � äèíàìè÷åñêàÿ, òî åñòü äëèíû, èãðàþùèå ðîëü øàãà, ñàìè ÿâëÿþòñÿ
ïîëåâûìè ïåðåìåííûìè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ óêàçàííîé öåëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à
èçó÷åíèÿ âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê êâàíòîâîìó îïèñàíèþ èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå,
à òàêæå (è â òîì ÷èñëå) èçó÷åíèå ñâîéñòâ, êëàññè÷åñêèõ (ëàãðàíæåâ è ãà-
ìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì) è êâàíòîâûõ ñëåäñòâèé ôîðìóëèðîâêè, îñíîâàííîé
íà ïðåäëàãàåìîì íàìè ïðåäñòàâëåíèè äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèè ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ìàòðèö âðàùåíèé êàê íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâíûìè ïîäõîäàìè
ê êâàíòîâàíèþ äèñêðåòíîé òåîðèè ìîãóò áûòü îïåðàòîðíîå êâàíòîâàíèå
â ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè ëèáî ïîäõîä â ðàìêàõ ôóíêöèîíàëüíîãî
èíòåãðàëà. Â ñâîþ î÷åðåäü, âèä ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ìîæåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ èñõîäíûõ ïîñòóëàòîâ. Ñòàâÿòñÿ çàäà÷è èçó÷èòü
ñëåäóþùèå ïîäõîäû ê êâàíòîâîìó èñ÷èñëåíèþ Ðåäæå.

1. Êàíîíè÷åñêîå îïåðàòîðíîå êâàíòîâàíèå. Äëÿ ýòîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîìó âðåìåíè è ñòðîèòñÿ ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìàòðèö âðàùåíèé êàê íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

2. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ÷åðåç
îïðåäåëåíèå äèñêðåòíî-ìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ýëåìåíòà èíòåãðèðîâàíèÿ
êîíòèíóàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

3. Âûäåëåíèå èç êîíòèíóàëüíîãî ýëåìåíòà èíòåãðèðîâàíèÿ îáú¼ìà êà-
ëèáðîâî÷íîé ãðóïïû, òî åñòü âû÷èñëåíèå ôàêòîðà Ôàääååâà-Ïîïîâà, è çà-
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òåì âû÷èñëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãåîìåòðèè
Ðåäæå.

4. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà âíóòðè èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå,
áåç îáðàùåíèÿ ê íåïðåðûâíîé òåîðèè. Ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìàëèçì ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìàòðèö âðàùåíèé êàê íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèîíàëüíûé
èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì òîãî, ÷òîáû îí ïåðåõîäèë â êàíîíè÷å-
ñêóþ ôîðìó âñÿêèé ðàç, êîãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïðåäåëó íåïðå-
ðûâíîãî âðåìåíè âäîëü êàêîé-ëèáî èç êîîðäèíàò.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Èç íàèáîëåå âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå.
1. Ïðåäëîæåíî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèÿ Ðåäæå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìàòðèö ñâÿçíîñòåé, ïîçâîëèâøåå çàòåì ÿâíî íàéòè ëàãðàíæèàí è, â êîíå÷-
íîì ñ÷åòå, ïðîâåñòè êâàíòîâàíèå ãðàâèòàöèè â ôîðìàëèçìå Ðåäæå.

2. Íàéäåíî, ÷òî â îïåðàòîðíîì ôîðìàëèçìå (â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ íåïðå-
ðûâíûì âðåìåíåì) ýëåìåíòàðíàÿ ïëîùàäü Ðåäæå îáëàäàåò äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì (âî âðåìåíèïîäîáíîé îáëàñòè).

3. Íàéäåíî, ÷òî íåïðåðûâíûå ïîëÿ ìàòåðèè ïëîõî îïðåäåëåíû â èñ÷èñ-
ëåíèè Ðåäæå íà êâàíòîâîì óðîâíå è äîëæíû áûòü äèñêðåòèçîâàíû. Â ñî-
÷åòàíèè ñ äðóãèì ðåçóëüòàòîì, ïîêàçûâàþùèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ýëåìåíòàðíàÿ
äëèíà - ïîðÿäêà äëèíû Ïëàíêà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ
â ôîðìàëèçìå Ðåäæå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì óëüòðàôèîëåòîâûì ðåãóëÿòî-
ðîì äëÿ ïîëåé ìàòåðèè, íàïîäîáèå ðåøåòêè ñ øàãîì ïîðÿäêà äëèíû Ïëàí-
êà.

4. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ôèêñèðîâàíèþ ôîðìû äèñêðåòíîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî èíòåãðàëà, îñíîâàííûé íà ñîîòâåòñòâèè ñ êàíîíè÷åñêèì ôóíêöè-
îíàëüíûì èíòåãðàëîì â ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Â ýòîì ïîäõîäå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîâàíèå èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå â ðàñøèðåííîì êîíôèãó-
ðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê, ïîëó÷åíû
êîíå÷íûå âàêóóìíûå ñðåäíèå ïëîùàäåé (â åäèíèöàõ ïëàíêîâñêîãî ìàñøòà-
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áà 10−33 ñì).
5. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, òðàêòóþùèé èñ÷èñëåíèå Ðåäæå ñ íåçàâèñèìûìè

ïëîùàäêàìè êàê ñèñòåìó ñ ðàçðûâíîé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé íà ãðà-
íÿõ 4-ìåðíûõ òåòðàýäðîâ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà êâàíòîâîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé ïëîùàäåé â îáû÷íîì èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì
íàëîæåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè èíäóöèðîâàííîé íà ãðàíÿõ ìåòðèêè. Â
êîíå÷íîì ñ÷¼òå ýòî ïðèâîäèò ê ýëåìåíòàðíûì äëèíàì (äëèíû ð¼áåð Ðåäæå)
ñîñðåäîòî÷åííûì âáëèçè ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü äëÿ èçó-

÷åíèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé òî÷åê çðåíèÿ. Â òåîðåòè÷åñêîì àñïåêòå âîçíèêàåò âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè âìåñòå ñ ïîëÿìè
ìàòåðèè, â êîòîðîé õîðîøî îïðåäåëåíû è êîíå÷íû àìïëèòóäû ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè. Â ýêñïåðèìåíòàëüíîì
àñïåêòå, ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîé ýëåìåíòàðíîé äëèíû äîëæíî ïðèâåñòè ê
ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûì ýôôåêòàì, òàêèì, êàê ìîäèôèêàöèÿ äèñ-
ïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîñìè÷åñêèõ ÷àñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé èëè
ôëóêòóàöèÿ äëèí, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â øóìàõ ïðè èçìåðåíèè äëèí ëàçåðíûì
èíòåðôåðîìåòðîì. Âîçìîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ, õîòÿ è
òðåáóþùàÿ áîëåå âûñîêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî óðîâíÿ, ÷åì ñóùåñòâóþùèé â
ìèðå ñåé÷àñ, óæå îáñóæäàåòñÿ â ðÿäå ðàáîò.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
Âûïîëíåííûå â ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ îïèðàþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå êà-

íîíè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è
òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ìåòîäîâ êàíîíè÷åñêîãî êâàíòî-
âàíèÿ è êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ
ïîëó÷åíà â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ÿñíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü ïîëó÷åííûå ýôôåêòû.
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Íà çàùèòó âûíîñèòñÿ
1. Ïðåäëîæåíî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèÿ Ðåäæå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìàòðèö ñâÿçíîñòåé (êîíå÷íûõ âðàùåíèé) è òåíçîðîâ ïëîùàäîê (òðåóãîëü-
íèêîâ) êàê íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî äèñêðåòíûé àíàëîã ïðåäñòàâëå-
íèÿ Êàðòàíà-Âåéëÿ äëÿ äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà â íåïðåðûâíîé ÎÒÎ, è åãî
èñïîëüçîâàíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âèä äåéñòâèÿ è åãî àíàëèç.

2. Â ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè íàéäåíû ëàãðàíæèàí è ãàìèëüòî-
íèàí â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå. Èçó÷åíû ñëåäñòâèÿ îïåðàòîðíîãî êâàíòîâàíèÿ â
ïîëó÷åííîé ãàìèëüòîíîâîé ôîðìóëèðîâêå, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì (è äèñêðåòíûìè îñòàëüíûìè òðåìÿ êîîðäèíàòàìè).

3. Èññëåäîâàíû ïîëÿ ìàòåðèè â ãåîìåòðèè Ðåäæå. Íàéäåíî, ÷òî íåïðå-
ðûâíûå ïîëÿ ìàòåðèè ïëîõî îïðåäåëåíû â 4-ìåðíîì èñ÷èñëåíèè Ðåäæå íà
êâàíòîâîì óðîâíå èç-çà δ-ôóíêöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êðèâèçíû è ïîòîìó
äîëæíû áûòü äèñêðåòèçîâàíû.

4. Â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ íåçàâèñèìûìè ìàòðèöàìè ñâÿçíîñòåé è íåçà-
âèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê íàéäåí âèä ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà,
êîòîðûé â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå âäîëü ëþáîé èç êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê êà-
íîíè÷åñêîé (ãàìèëüòîíîâîé) ôîðìå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, â êîòîðîì
ðîëü âðåìåíè èãðàåò ýòà êîîðäèíàòà. (Íåçàâèñèìîñòü òåíçîðîâ ïëîùàäîê
îçíà÷àåò ôîðìàëüíîå îïèñàíèå, â êîòîðîì, âîîáùå ãîâîðÿ, äëèíà òîãî æå
ñàìîãî ðåáðà ìîæåò áûòü ðàçíîé â ðàçíûõ 4-ìåðíûõ òåòðàýäðàõ, åãî ñî-
äåðæàùèõ.) Íàéäåíû êîíå÷íûå, ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà, âàêóóì-
íûå ñðåäíèå ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò òåíçîðîâ ïëîùàäîê ñ ïîìîùüþ ýòîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.

5. Èñ÷èñëåíèå Ðåäæå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê ðàññìîòðå-
íî êàê ñèñòåìà ñ ðàçðûâíîé ìåòðèêîé (èíäóöèðîâàííîé íà ãðàíÿõ ÷åòû-
ð¼õìåðíûõ òåòðàýäðîâ). Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë â îáû÷íîì èñ÷èñëåíèè
Ðåäæå íàéäåí èç ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ íåçà-
âèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê ïóò¼ì íàëîæåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè

8



èíäóöèðîâàííîé íà ãðàíÿõ ìåòðèêè.
6. Ðàññìîòðåíî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîùàäåé (äëèí), ñëåäó-

þùåå èç íàéäåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå, è
íàéäåíî, ÷òî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëèí ñêîíöåíòðèðîâàíî âîêðóã
ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Ðàáîòû, ïîëîæåííûå â îñíîâó äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü íà ñåññèÿõ

Îòäåëåíèÿ ÿäåðíîé ôèçèêè ÐÀÍ, ìåæäóíàðîäíîé ãðàâèòàöèîííîé êîíôå-
ðåíöèè â Ìîñêâå (2001 ã.), îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ Ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà (ã. Ìîñêâà), Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-
êè èì.Ë.Ä. Ëàíäàó ÐÀÍ (ï. ×åðíîãîëîâêà), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëå-
íèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã),
òåîðåòè÷åñêîãî îòäåëà Èíñòèòóòà ßäåðíîé Ôèçèêè èì. Ã.È. Áóäêåðà ÑÎ
ÐÀÍ (ã.Íîâîñèáèðñê), áûëè ïîääåðæàíû ãðàíòàìè Ìèíîáðàçîâàíèÿ Å00-
3.3-148, ÐÔÔÈ 00-15-96811-à, 01-02-16898-à, 03-02-17612-à, 05-02-16627-à, 08-
02-00960-à.

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [23, 29, 30,

31, 36, 38, 39, 55, 68, 69, 71, 72, 74, 75, 76, 78]
Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, ïî-
ëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ,
ïÿòè ãëàâ è Çàêëþ÷åíèÿ, èçëîæåíà íà 177 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåê-
ñòà, ñîäåðæèò 87 íàèìåíîâàíèé áèáëèîãðàôèè.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî Ââåäåíèå îáñóæäàåòñÿ èñ÷èñëåíèå Ðåäæå êàê âîçìîæíîå ñðåäñòâî
ïðè ïîñòðîåíèè êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè. Èñ÷èñëåíèå Ðåäæå � ýòî
ÎÒÎ äëÿ êóñî÷íî-ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [1]. Êóñî÷íî-ïëîñêîå
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ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñîñòîèò èç ïëîñêèõ 4-ìåðíûõ òåòðàýäðîâ, îáîçíà÷àå-
ìûõ σ4 � ÷àñòíûé ñëó÷àé n-ñèìïëåêñà σn (òàê ÷òî σ3 � îáû÷íûé òåòðà-
ýäð, σ2 � òðåóãîëüíèê, σ1 � ðåáðî, σ0 � âåðøèíà). Äåéñòâèå Ýéíøòåéíà
íà êóñî÷íî-ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èìååò âèä

1

2

∫
R
√

gd4x =
∑

σ2

ασ2Aσ2, (1)

ãäå Aσ2 - ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà σ2, ασ2 - óãëîâîé äåôåêò íà σ2, òî åñòü 2π

ìèíóñ ñóììà ãèïåðäâóõãðàííûõ óãëîâ âñåõ 4-ñèìïëåêñîâ, ñõîäÿùèõñÿ â σ2,
à ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì σ2. Èñïîëüçîâàíû åâêëèäîâû îáîçíà÷åíèÿ.
Ñèòóàöèè, ñïåöèôè÷íûå äëÿ ìèíêîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îãîâàðè-
âàþòñÿ â ðàáîòå ñïåöèàëüíî.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèÿ â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö êîíå÷íûõ âðàùåíèé èëè ñâÿçíîñòåé. Ýòî äèñêðåò-
íûé àíàëîã çàïèñè äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà â ôîðìå Êàðòàíà-Âåéëÿ:

1

2

∫
R
√

gd4x =
1

8

∫
εabcdε

λµνρea
λe

b
µ[∂ν + ων, ∂ρ + ωρ]

cdd4x. (2)

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü ñâîäèòñÿ ê ëåâîé êàê ôóíêöèè ìåòðèêè gλµ = ea
λeaµ ïðè

ïîäñòàíîâêå â êà÷åñòâå ñâÿçíîñòè ωab
λ = −ωba

λ å¼ âûðàæåíèÿ ÷åðåç òåòðàäó
ea
λ ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ωba

λ .
Äèñêðåòíûå àíàëîãè ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû âïåðâûå ðàññìîòðåíû â èñ-

÷èñëåíèè Ðåäæå Ôð¼ëèõîì [2]. Äèñêðåòíûé àíàëîã ôîðìû Êàðòàíà-Âåéëÿ
äåéñòâèÿ â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ èñïîëüçîâàíèåì âìåñòî ωab

λ ìàòðèö êîíå÷-
íûõ âðàùåíèé èëè ñâÿçíîñòåé Ωσ3 (SO(4) èëè SO(3,1)), çàäàííûõ íà òåòðà-
ýäðàõ σ3, èìååò âèä

S(v, Ω) =
∑

σ2

|vσ2| arcsin
vσ2 ◦Rσ2(Ω)

|vσ2| , (3)

ãäå vσ2ab = εabcdl
c
1l

d
2/2 - òåíçîð ïëîùàäêè (òðåóãîëüíèêà σ2, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ la1, l
a
2), à äëÿ äâóõ òåíçîðîâ A, B ìû îïðåäåëèëè A ◦B = 1

2A
abBab,

|A| = (A◦A)1/2, â ÷àñòíîñòè, |vσ2| - ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà σ2; Rσ2(Ω) - ìàò-
ðèöà êðèâèçíû, ïðîèçâåäåíèå ñâÿçíîñòåé Ωσ3 (èëè ΩT

σ3) äëÿ σ3, ñîäåðæàùèõ
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σ2, âäîëü ïóòè, îõâàòûâàþùåãî σ2. Ñìûñë (3) - íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ
äëÿ ñâÿçíîñòåé Ωσ3 îíî ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ Ýéíøòåéíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè Ðåäæå (1). Ýòîò ôàêò è ñàìî ïðåäñòàâëåíèå (3) èçó÷åíû â íàøåé
ðàáîòå [3].

Áîëåå äåòàëüíî, åñòü âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèÿ Ðåäæå, ñâÿçàí-
íûå ñ ïðåäñòàâëåíèåì àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ è âðàùåíèé â 4-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êàê ïàð 3-ìåðíûõ âåêòîðîâ è âðàùåíèé. Ñèòóàöèÿ
ïîäîáíà èìåþùåéñÿ â ýëåêòðîäèíàìèêå, ãäå âìåñòî ýëåêòðîìàãíèòíîãî òåí-
çîðà Fab ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû ~E + i ~H èëè ~E − i ~H. Òî÷íî òàê æå
èç òåíçîðà ïëîùàäêè vσ2ab îáðàçóåì ò. í. ñàìî- è àíòèñàìîäóàëüíûé âåê-
òîðû ïëîùàäêè +vσ2 è −vσ2. Ïîâîðîòû Ω ñâîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ïîâîðî-
òàì ýòèõ âåêòîðîâ: +vσ2 → +Ω +vσ2, −vσ2 → −Ω −vσ2 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìàòðèöàìè +Ω, −Ω. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïåðåéòè ê 2-ìåðíûì ìàòðèöàì, åñëè
âìåñòî âðàùåíèé 3-ìåðíûõ âåêòîðîâ ðàññìàòðèâàòü âðàùåíèÿ ñàìèõ (àíòè-
)ñàìîäóàëüíûõ òåíçîðíûõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçëàãàåòñÿ vσ2ab,

vab = +vab + −vab, ±vab ≡ 1

2
±vk ±Σkab. (4)

Çäåñü áàçèñíûå ìàòðèöû i ±Σkab óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå ìàòðèö Ïàóëè. Ñî-
îòâåòñòâåííî, ±v, ±Ω ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 2 × 2 ìàòðèöû ( ±Ω � èç
ãðóïïû SU(2)). Åñëè â (3) ïîä v, Ω ïîäðàçóìåâàòü òîëüêî (àíòè-)ñàìîäóàëü-
íûå ÷àñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ äëÿ ñâÿçíîñòåé
ïîëó÷èì ðîâíî ïîëîâèíó äåéñòâèÿ Ðåäæå [3]. Ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèÿ Ðå-
äæå ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíîñòÿõ çàïèøåì êàê ñóììó ñàìî- è àíòèñàìî-
äóàëüíûõ ÷àñòåé (â ìèíêîâñêîì ñëó÷àå ýòî äà¼ò âåùåñòâåííóþ âåëè÷èíó,
òàê êàê äàííûå ÷àñòè âçàèìíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû),

S(v, Ω) =
∑

σ2

√
+v2

σ2 arcsin
+vσ2 ◦Rσ2(+Ω)√

+v2
σ2

+
∑

σ2

√
−v2

σ2 arcsin
−vσ2 ◦Rσ2(−Ω)√

−v2
σ2

. (5)

Â óðàâíåíèè (5) ìàòðèöû ±Ω è R( ±Ω) îòâå÷àþò SU(2)-âðàùåíèÿì. Â
òåðìèíàõ ñàìèõ âåêòîðîâ +vσ2 è −vσ2 (òî åñòü, â ïðåäñòàâëåíèè SO(3)) ýòî
áóäóò âðàùåíèÿ íà óãëû, âäâîå á�îëüøèå. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà,
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ìîæíî çàïèñàòü

S(v, Ω) =
∑

σ2

√
+v2

σ2

2
arcsin

+vσ2 ∗Rσ2(+Ω)√
+v2

σ2

+
∑

σ2

√
−v2

σ2

2
arcsin

−vσ2 ∗Rσ2(−Ω)√
−v2

σ2

. (6)

Çäåñü v ∗ R ≡ 1
2v

aRbcεabc äëÿ 3-ìåðíîãî âåêòîðà v è 3 × 3-ìàòðèöû R è
äëÿ ñèììåòðèè âçÿòà ïîëóñóììà ñàìî- è àíòèñàìîäóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèé.
Ïðåäñòàâëåíèÿ (5) è (6) ïðèâåäåíû â íàøèõ ðàáîòàõ [4, 5].

Äåéñòâèÿ (3), (5) è (6) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå äåéñòâèþ Ðåäæå (1)
íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ äëÿ ñâÿçíîñòåé Ω; ñ íåçàâèñèìûìè æå ñâÿçíîñòÿ-
ìè ýòî ðàçíûå âûðàæåíèÿ (â òî æå âðåìÿ èõ íåïðåðûâíûå àíàëîãè, õîòü
è ñ íåçàâèñèìûìè ñâÿçíîñòÿìè, òîæäåñòâåííî ñâîäÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå
ôîðìå Êàðòàíà-Âåéëÿ (2)).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíî èñ÷èñëåíèå Ðåäæå â ïðåäåëå íåïðåðûâíî-
ãî âðåìåíè, íàéäåí ëàãðàíæèàí, èññëåäîâàíà êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òåî-
ðèè. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó íåïðåðûâíîãî âðåìåíè îçíà÷àåò ñïëþùèâàíèå ñèì-
ïëåêñîâ âäîëü íåêîòîðîé êîîðäèíàòû, ïðèíÿòîé çà âðåìÿ t. Ýòîò ïðåäåëü-
íûé ïåðåõîä èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ [6, 7, 8, 9]. Èñòî÷íèê òðóäíîñòåé, íå ïîç-
âîëèâøèõ ðåøèòü äî êîíöà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â ýòèõ ðàáîòàõ, ñîñòîèò â
ñèíãóëÿðíîì õàðàêòåðå îïèñàíèÿ ñèìïëåêñîâ ñ ïîìîùüþ äëèí ð¼áåð, êîãäà
ðàçìåðû âäîëü íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Óêàçàííàÿ òðóä-
íîñòü êàê ðàç è ïðåîäîëåâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì íàáîðà ïåðåìåííûõ òåîðèè
ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ íîâûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ � ìàòðèö ñâÿçíîñòè. Â
ðàìêàõ òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è íåñèíãóëÿðíûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, åñëè
êàæäûé ñèìïëåêñ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìàëîå ðåáðî � òîãäà 4-ìåðíàÿ äèñ-
êðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ Ðåäæå êîíñòðóèðóåòñÿ èç 3-ìåðíûõ ñå÷åíèé-ãåîìåòðèé
Ðåäæå ñõîäíîé ñòðóêòóðû (íóìåðóåìûõ êîîðäèíàòîé t ñ øàãîì ε → 0)
ïóò¼ì ñîåäèíåíèÿ êàæäîé âåðøèíû 3-ìåðíîãî ñå÷åíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
âåðøèíîé ñîñåäíåãî ñå÷åíèÿ è ñ å¼ ñîñåäÿìè â ýòîì ñå÷åíèè. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè ñîñåäíèõ ñå÷åíèé O(ε). Ëàãðàíæèàí
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èññëåäîâàëñÿ â íàøèõ ðàáîòàõ [10, 11, 12] è èìååò âèä

L =
∑

σ2

πσ2 ◦ ΩT
σ2Ω̇σ2 −∑

α
λαΦα(π, Ω). (7)

Çäåñü πσ2 îáîçíà÷àåò òîò æå òåíçîð vσ2, íî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 3-ìåðíîãî
ñå÷åíèÿ σ2, ïî êîòîðûì èä¼ò ñóììèðîâàíèå â ïåðâîì, êèíåòè÷åñêîì ñëà-
ãàåìîì. Ìàòðèöà Ωσ2 îòíîñèòñÿ ê ïðèçìå ñ îñíîâàíèåì σ2 ìåæäó äâóìÿ
ñîñåäíèìè ñå÷åíèÿìè (à íå ê îòäåëüíîìó òåòðàýäðó σ3, êàê â ïîëíîñòüþ
äèñêðåòíîì ñëó÷àå (3)). Íåäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñîâîêóïíî îáîçíà÷å-
íû λα è ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè îñòàëüíûõ òåíçîðîâ ïëîùàäîê è ñâÿçíî-
ñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðû ïëîùàäîê è ñâÿçíîñòè êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåíû.
Â ÷àñòíîñòè, âðåìåíèïîäîáíûå êîìïîíåíòû ïëîùàäîê ñîïðÿæåíû åâêëèäî-
âûì ïîâîðîòàì, êîòîðûå êîìïàêòíû. Ïîýòîìó â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ýòè
ïëîùàäêè èìåþò äèñêðåòíûé ñïåêòð [13], ïîäîáíî òîìó, êàê â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå ìîìåíò èìïóëüñà èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð èç-çà òîãî, ÷òî êàíî-
íè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûé óãîë ïîâîðîòà ìåíÿåòñÿ â êîìïàêòíîé îáëàñòè îò 0
äî 2π.

Òðåòüÿ ãëàâà çàòðàãèâàåò àñïåêòû èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå, íå ñâÿçàííûå ñ
ïðåäñòàâëåíèåì òåòðàäà-ñâÿçíîñòü. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ, êàêèå ïîëÿ ìàòå-
ðèè (â øèðîêîì ñìûñëå ïîíèìàåìûå êàê ïîëÿ, îòëè÷íûå îò ãðàâèòàöèè),
äèñêðåòíûå èëè íåïðåðûâíûå, ñîãëàñîâàííî ìîãóò áûòü îïèñàíû â èñ÷èñëå-
íèè Ðåäæå. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [14] ðàññìàòðèâàëîñü ïîëå äåôîðìàöèé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ξµ(x) (ôàêòè÷åñêè, ïîëå äóõîâ Ôàääååâà-Ïîïîâà, òî åñòü
êàëèáðîâî÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, äëÿ ìåòðèêè) êàê îáû÷íîå íåïðåðûâíîå
ïîëå, îïðåäåë¼ííîå â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíó-
óìà íåçàâèñèìî îò åãî çíà÷åíèé â äðóãèõ òî÷êàõ. Íî ïîëå, êàê, íàïðèìåð,
ýëåêòðîìàãíèòíîå, ìîæåò áûòü è äèñêðåòèçîâàíî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
Ðåäæå [15, 16]. Ìû îáñóæäàåì âëèÿíèå äåëüòà-ôóíêöèîííûõ ñèíãóëÿðíî-
ñòåé êðèâèçíû ãåîìåòðèè Ðåäæå (÷òî ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîé íàïðÿæåí-
íîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ) íà íåïðåðûâíûå ïîëÿ
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ìàòåðèè [17], â ÷àñòíîñòè, íà ïîëÿ äóõîâ Ôàääååâà-Ïîïîâà ñàìîã�î ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ [18], îáîñíîâûâàåì íåîáõîäèìîñòü äèñêðåòèçàöèè ïîëåé
ìàòåðèè.

Ðå÷ü èä¼ò î êâàíòîâîé òåîðèè ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ïîëÿ ìàòåðèè âî
âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ýôôåêòû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ âèð-
òóàëüíûõ êâàíòîâ ïîëÿ ìàòåðèè ýôôåêòèâíî ñâîäÿòñÿ ê ïîÿâëåíèþ íåêî-
òîðîãî ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ Seff({gλµ(x)}) êàê ôóíêöèè (òî÷íåå, ôóíê-
öèîíàëà) ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Âîïðîñ â òîì, áóäåò ëè ýòî ýôôåêòèâíîå
äåéñòâèå õîðîøî îïðåäåë¼ííûì (êîíå÷íûì) â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ðåäæå.
Òàê êàê êðèâèçíà èìååò äåëüòà-ôóíêöèîííûé âèä, òî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè áèëèíåéíûõ ïî êðèâèçíå ÷ëåíîâ îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ àïðèîðè íåîáÿçàòåëüíî áóäåò óòâåðäèòåëüíûì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Seff({gλµ(x)}) � ñðåä-
íåå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â òî÷êå < Tλµ(x) >= 2δSeff/(

√
gδgλµ(x))

(ôóíêöèîíàë ìåòðèêè). Áîëåå êîíêðåòíî, îáñóæäàåòñÿ àíîìàëüíûé âêëàä
â ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûé èìååò ÷èñòî êâàíòîâóþ ïðèðîäó
(ñâÿçàí ñ ðåãóëÿðèçàöèåé ðàñõîäÿùèõñÿ äèàãðàìì òåîðèè âîçìóùåíèé) è
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí òî÷íî êàê ëîêàëüíàÿ âåëè÷èíà (çàâèñÿùàÿ îò òåíçîðà
êðèâèçíû â òîé æå òî÷êå) [19],

< T λ
λ >=

1

2880π2

{
aCλµνρC

λµνρ + b

(
RλµR

λµ − 1

3
R2

)
+ c∆R + dR2

}
, (8)

ãäå Cλµνρ � òåíçîð Âåéëÿ (äàþùàÿ íóëü ïðè ñâ¼ðòêå ïî ëþáîé ïàðå èíäåê-
ñîâ ÷àñòü Rλµνρ).

Íà îòäåëüíîé êîíè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè áèëèíåéíûì ïî êðèâèçíå ÷ëå-
íàì â < T λ

λ > ïðèäà¼òñÿ ñìûñë ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïðîöåäóðû ïåðåíîð-
ìèðîâêè. Èìåííî, â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ x, y, u, v êîíè÷åñêóþ ñèíãó-
ëÿðíîñòü ìîæíî ðàñïîëîæèòü â ïëîñêîñòè u = 0, v = 0, òàê, ÷òî òåíçîð
êðèâèçíû èìååò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó

Rxyxy ∼ δ(x)δ(y). (9)
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Áèëèíåéíûå èíâàðèàíòû êðèâèçíû â < T λ
λ > ïðîïîðöèîíàëüíû

Aδ(x)δ(y),

ãäå A îáîçíà÷àåò δ(0)δ(0), ïîíèìàåìîå â ñìûñëå íåêîòîðîé ðåãóëÿðèçàöèè.
Âêëàä â àíîìàëèþ ñëåäà ïðîïîðöèîíàëåí AR è ìîæåò áûòü óñòðàí¼í äîáàâ-
ëåíèåì ê äåéñòâèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî R ÷ëåíà, òî åñòü ïåðåíîðìèðîâêîé
ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé. Òåì ñàìûì â ñëó÷àå îäíîé êîíè÷åñêîé ñèíãó-
ëÿðíîñòè àíîìàëèÿ ñëåäà ìîæåò áûòü õîðîøî îïðåäåëåíà.

Òåì íå ìåíåå, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè êîíè÷åñêèõ ñèíãó-
ëÿðíîñòåé àíîìàëèÿ ñëåäà, à çíà÷èò, è ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, ñîäåðæèò
íåóñòðàíèìûå áåñêîíå÷íîñòè. Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ âåëè÷èí êîýôôè-
öèåíòîâ a, b, c, d â (8) ([19]) äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ ñêàëÿðíî-
ãî, ñïèíîðíîãî è âåêòîðíîãî ïîëåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíûõ ñîêðàùåíèé
íåóñòðàíèìûõ áåñêîíå÷íûõ ñëàãàåìûõ íå ïðîèñõîäèò, òàê ÷òî ýôôåêòèâíîå
äåéñòâèå â äàííîì ñëó÷àå ïëîõî îïðåäåëåíî.

Ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ â èñ÷èñëåíèè
Ðåäæå ñâîäèòñÿ è îïðåäåëåíèå ìåðû (ýëåìåíòà èíòåãðèðîâàíèÿ) â ôóíêöèî-
íàëüíîì èíòåãðàëå â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ ïîìîùüþ íîðìèðîâêè ïî îòíîøå-
íèþ ê ñóïåðìåòðèêå ÄåÂèòòà íà ñóïåðïðîñòðàíñòâå ìåòðèê, ðàçâèâàâøàÿñÿ
â ðÿäå ðàáîò [14, 20, 21, 22]. Ïîäõîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñóïåðìåòðèêà
ÄåÂèòòà íà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âàðèàöèÿõ ìåòðèêè δgλµ âûáèðàåòñÿ â âèäå
[14]:

(δg, δg) =
∫

d4xGλµνρδgλµδgνρ, (10)

ãäå
Gλµνρ =

1

2

√
g(gλνgµρ + gλρgµν − gλµgνρ). (11)

Ñóòü íîðìèðîâêè ìåðû: èíòåãðàë îò exp(−(δg, δg)) (ãàóññîâ) ïî èñêîìîé
ìåðå äîëæåí áûòü ðàâåí 1. Âàðèàöèÿ ìåòðèêè δgλµ = δgphys

λµ + ∇λξµ +
∇µξλ � ñóììà ôèçè÷åñêîé è êàëèáðîâî÷íîé âàðèàöèè ïðè áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ âàðèàöèÿõ êîîðäèíàò ξλ (ïîëå äóõîâ). Ïóñòü ôèçè÷åñêèå ñòåïåíè ñâî-
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áîäû ìåòðèêè ïàðàìåòðèçóþòñÿ (øåñòüþ) âåëè÷èíàìè λα(x). Çàïèñàâ èñ-
êîìóþ ìåðó N

∏
x

∏
α dλα(x)

∏
µ dξµ(x), îïðåäåëèì ôàêòîð N ñ ïîìîùüþ

âûøåíàçâàííîé íîðìèðîâêè. (Áåñêîíå÷íûé îáú¼ì êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû
∫ ∏

x
∏

µ dξµ(x), ñâÿçàííîé ñ çàìåíàìè êîîðäèíàò, ìû ìîæåì âïîñëåäñòâèè
îòáðîñèòü, êàê ïîñòîÿííûé ôàêòîð.) Âû÷èñëåíèå N òàêèì îáðàçîì ñâîäèò-
ñÿ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
âòîðîãî ïîðÿäêà, èëè, ýêâèâàëåíòíî, ê âû÷èñëåíèþ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ
äëÿ ïîëÿ ξ ñ ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé

ξλ(δ
λ
µ∇2 + Rλ

µ)ξ
µ. (12)

Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà [23, 24, 25, 26] ìû âû÷èñëÿåì àíîìàëüíûé
ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ýòîãî ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ (íàõîäèì
êîýôôèöèåíòû a, b, c, d â (8)) è, êàê è âûøå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåóñòðàíè-
ìûå áåñêîíå÷íûå ñëàãàåìûå íå îáðàùàþòñÿ â íóëü è, áîëåå òîãî, íå ìîãóò
ñîêðàùàòüñÿ ñ áåñêîíå÷íûìè âêëàäàìè ïîëåé ìàòåðèè, òàê êàê èìåþò òîò
æå çíàê.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûå ïîëÿ ìàòåðèè â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ õîðîøî îïðåäåë¼ííûìè îáúåêòàìè. Â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî âûõîäà
îáñóæäàåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïîëåé ìàòåðèè â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå òàêæå èçó÷àþòñÿ àñïåêòû èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå êàê
òåîðèè â òåðìèíàõ òîëüêî ìåòðèêè (äëèí). Â ðàáîòå [27] ìû ðàññìàòðèâà-
åì ïîäõîä, òðàêòóþùèé èñ÷èñëåíèå Ðåäæå êàê ñïîñîá ïðèäàòü ñìûñë ìå-
ðå (ýëåìåíòó èíòåãðèðîâàíèÿ) â êîíòèíóàëüíîì èíòåãðàëå, èçâåñòíîé èç
íåïðåðûâíîé ÎÒÎ êàê ôîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ïî êîíòèíóàëüíîìó ÷èñ-
ëó òî÷åê êîíå÷íîìåðíûõ ìåð. Èìåííî, ìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê (ëèíåé-
íûé) ôóíêöèîíàë, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå íåêîé ôóíêöèè ìåòðèêè (òîæå
ôóíêöèîíàëó, íî íåëèíåéíîìó) ÷èñëî � å¼ ñðåäíåå. Ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ
íà ïðîèçâîëüíûõ ìåòðèêàõ, îïðåäåëåíà, â ÷àñòíîñòè, è íà êóñî÷íî-ïëîñêèõ
ìåòðèêàõ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû èñêîìàÿ ìåðà â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñîâïàäàëà
íà ïîëíîé ñèñòåìå ïðîáíûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà ïðîèçâîëüíûõ ìåò-
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ðèêàõ, ñ ìåðîé â íåïðåðûâíîé ÎÒÎ, âèä êîòîðîé ôîðìàëüíî èçâåñòåí. Â
êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèé åñòåñòâåííî âçÿòü êîíòèíóàëüíûé àíàëîã ïëîñ-
êèõ âîëí, òîãäà ðå÷ü èä¼ò î êîíòèíóàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.

Ôàêòè÷åñêè, ðå÷ü èä¼ò î ìåðå â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå â èñ÷èñëå-
íèè Ðåäæå, â ýòîì ñìûñëå íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóþùåé è â òî
æå âðåìÿ äîîïðåäåëÿþùåé ìåðó â íåïðåðûâíîé ÎÒÎ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò äâå òàêèå ìåðû, îïðåäåëÿþùèåñÿ ÷åðåç íàèëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ
íà ôóíêöèîíàëüíûõ ïëîñêèõ âîëíàõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî ýòè ïëîñêèå
âîëíû ìîãóò áûòü êàê îòíîñèòåëüíî êîâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà,
òàê è îòíîñèòåëüíî êîíòðàâàðèàíòíîãî. Ýòè ìåðû âî ìíîãîì íàïîìèíàþò
íåïðåðûâíûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå ∏

λ≥µ,x dgλν(x) èëè ∏
λ≥µ,x dgλν(x) ìåðû, íî

ñ ïåðåõîäîì îò êîíòèíóóìà ê äèñêðåòíîìó ÷èñëó òî÷åê x.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ Ìèçíåðîì [28] â íåïðåðûâíîé ÎÒÎ èí-

âàðèàíòíàÿ ìåðà,

dµC =
∏
x

g−
5
2

∏

λ≤µ

dgλµ, g ≡ det‖gλµ‖. (13)

Â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûáèðàåòñÿ ëèáî gλµ, ëè-
áî gλµ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè âîçìîæíîñòÿìè ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíî-
ñòè îïðåäåëèòü íà ñóïåðïðîñòðàíñòâå ìåòðèê áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ìåðû, êàê íåêèé ôóíêöèîíàë,

µ̂C(f) =
∫

eig(f)dµC(g), (14)

ãäå ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ìåòðèêè g(f) èìååò âèä
∫

fλµg
λµ√gd4x ≡ g1(f) (15)

(åñëè ïîëå gλµ ñ÷èòàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì)ëèáî
∫

fλµgλµ
√

gd4x ≡ g2(f), (16)

(åñëè ïîëå gλµ ñ÷èòàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì). fλµ(x) èëè fλµ(x) - ïðîá-
íàÿ ôóíêöèÿ. Åñòåñòâåííûé âûáîð äëÿ äèñêðåòíîé âåðñèè òåíçîðà f ≡
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fR (íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ðåäæå) - âçÿòü åãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì â
êóñî÷íî-àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî åñòü ïîñòîÿííûì íà êàæäîì èç
4-ñèìïëåêñîâ âñÿêèé ðàç, êîãäà gλµ ïîñòîÿíåí íà í¼ì. Åñòåñòâåííîå îïèñà-
íèå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà fλµ, ïîñòîÿííîãî â ñèìïëåêñå σ � êîìïîíåíòû
f(AB) âäîëü ðåáðà (AB), ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû A,B [29]:

f(AB) = lλABlµABfλµ, lλAB ≡ xλ
A − xλ

B, (17)

xλ
A � êîîðäèíàòû âåðøèíû A. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òåíçîðà gλµ åãî êîì-

ïîíåíòà âäîëü ðåáðà ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì äëèíû ýòîãî ðåáðà s(AB). ×òî-
áû îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâèå ÷èñëà ïåðåìåííûõ f(AB), Ôóðüå-ñîïðÿæ¼ííûõ ê
ìåòðèêå, ÷èñëó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ s(AB), ïàðàìåòðèçóþùèõ ìåòðèêó
(÷èñëî ð¼áåð), fλµ(x) äîëæåí ïàðàìåòðèçîâàòüñÿ âåëè÷èíàìè f(AB), îäíèìè
è òåìè æå äëÿ âñåõ σ, ñîäåðæàùèõ äàííîå ðåáðî(AB). Òîãäà (ïî ôîðìóëàì
ðàáîòû [29])

g1(fR) ≡ g1({f(AB)}) = 2
∑
σ

∑

(AB)⊂σ

f(AB)
∂Vσ

∂s(AB)
= 2

∑

(AB)
f(AB)

∂V

∂s(AB)
. (18)

Çäåñü Vσ - ýòî îáú¼ì σ, V =∑
σ Vσ - îáú¼ì ìíîãîîáðàçèÿ.

Àíàëîãè÷íî, ïîñòîÿííûé â êàæäîì 4-ñèìïëåêñå σ êîíòðàâàðèàíòíûé
ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà fλµ ïàðàìåòðèçóåòñÿ íàáîðîì ïåðå-
ìåííûõ íà ð¼áðàõ f (AB):

fλµ(σ) =
∑

(AB)⊂σ

f (AB)lλABlµAB. (19)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî àíçàöà ïîëó÷àåòñÿ

g2(fR) ≡ g2({f (AB)}) =
∑

(AB)
f (AB)s(AB)V(AB). (20)

Çäåñü îáú¼ì, àññîöèèðîâàííûé ñ ðåáðîì, îáîçíà÷åí

V(AB) =
∑

σ⊃(AB)
Vσ. (21)
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Òðåáîâàíèå ñîâïàäåíèÿ èñêîìîé äèñêðåòíîé dµR({s(AB)}) è íåïðåðûâ-
íîé dµC({gλµ(x)}) ìåðû íà ïëîñêèõ âîëíàõ äà¼ò

∫
eg1({f(AB)})dµ

(1)
R ({s(AB)}) =

∫
eg1({fλµ(x)})dµC({gλµ(x)}) (22)

∫
eg2({f (AB)})dµ

(2)
R ({s(AB)}) =

∫
eg2({fλµ(x)})dµC({gλµ(x)}), (23)

ãäå fλµ (èëè fλµ) ñâÿçàíû ñ f(AB) (ñîîòâåòñòâåííî ñ f (AB)) ôîðìóëàìè (17),
(19). Ïðàâûå ÷àñòè (22), (23) ôàêòîðèçóþòñÿ â ïîòî÷å÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ
îáûêíîâåííûõ ýëåìåíòàðíî âû÷èñëèìûõ èíòåãðàëîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ
(det fλµ(x))−ε èëè (det fλµ(x))−ε/3, ãäå ε → 0 ïàðàìåòðèçóåò ðåãóëÿðèçà-
öèþ ìåðû Ìèçíåðà ∏

x g−5/2+ε ∏
λ≤µ dgλµ. Ïîòî÷å÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç

åù¼ îäíó ïðîìåæóòî÷íóþ ðåãóëÿðèçàöèþ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â êîíå÷íîñòè
÷èñëà òî÷åê x íà ñèìïëåêñ σ, ñâîäÿòñÿ ê ïðîèçâåäåíèÿì ïî ñèìïëåêñàì
∏

σ (detf(σ))−ε, f ≡ fλµ èëè fλµ ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ñîîòâåòñòâóþùèìè
ε → 0.

Âàæíûé ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � âñåãî îäèí 4-ñèìïëåêñ, òî÷íåå, çàìêíóòîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ðåäæå, ñîñòîÿùåå èç äâóõ îäèíàêîâûõ, ñ òî÷íîñòüþ äî
îòðàæåíèÿ, êîïèé îäíîãî 4-ñèìïëåêñà σ1, σ2 ñî âçàèìíî îòîæäåñòâë¼ííû-
ìè âåðøèíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðèþ Ðåäæå ìîæíî ñ ðàâíûì óñïåõîì
îïèñàòü êàê äåñÿòüþ äëèíàìè ð¼áåð, òàê è äåñÿòüþ êîìïîíåíòàìè ìåòðèêè
gλµ â îäíîì èç ñèìïëåêñîâ σ1, σ2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ âåðøèí.
Âûøåóïîìÿíóòûå âûêëàäêè äàþò äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ dµ

(1)
R , dµ

(2)
R äèñêðå-

òèçàöèè ìåðû (13) îäíî è òî æå âûðàæåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò (13) òîëüêî
îòñóòñòâèåì çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ ïî òî÷êàì:

dµ
(1)
R = dµ

(2)
R = (det‖gλµ‖)−5/2 ∏

λ≤µ

dgλµ, (24)

÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è ðàçóìíûì. Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ãåîìåò-
ðèé dµ

(1)
R , dµ

(2)
R ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.

Â ïÿòîé ãëàâå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì îïðåäåëèòü
ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå ñ òåì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
ñîîòâåòñòâèå ñ êàíîíè÷åñêèì ôîðìàëèçìîì â ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìå-
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íè, îáñóæäàâøèìñÿ âûøå. Â êàíîíè÷åñêîì ôîðìàëèçìå ìû âûäåëÿåì ïå-
ðåìåííûå p, q � ñîïðÿæ¼ííûå èìïóëüñû è êîîðäèíàòû, ïî ïàðå íà êàæäóþ
ñòåïåíü ñâîáîäû. Â êâàíòîâîé òåîðèè ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóþò âîëíû âåðîÿò-
íîñòè ñ àìïëèòóäîé exp(iS), à àìïëèòóäà ïåðåõîäà èç òî÷êè 1 â òî÷êó 2 â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå p, q ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì exp(iS) ïî âñåì òðà-
åêòîðèÿì ïåðåõîäà. Áîëåå îáùî, ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû,
â òîì ÷èñëå êâàíòîâîå ñðåäíåå íåêîé íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû f(p, q),

〈f(p, q)〉 =
∫

f(p, q) exp(iS(p, q))DpDq, DpDq =
∏

t
dp(t)dq(t), (25)

� èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì, îí æå ôóíêöèîíàëüíûé èëè êîíòèíóàëüíûé.
Ïðè ïåðåõîäå îò íåïðåðûâíîé òåîðèè ê äèñêðåòíîé îáû÷íî âîçíèêàþò

ñèíãóëÿðíîñòè â îïðåäåëåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Â íåïðåðûâíîé
ÎÒÎ äåôîðìàöèÿ êîîðäèíàòíîé ñåòêè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè � ïðåîáðà-
çîâàíèå ñèììåòðèè. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå âåðøèí â èñ÷èñëåíèè
Ðåäæå, íî îíî ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé òîëüêî â ïëîñêîì ñëó÷àå. Ïðè ñêîëü
óãîäíî ìàëîì îòêëîíåíèè îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ äâèæåíèå âåðøèí îçíà÷à-
åò ðåàëüíîå èçìåíåíèå ãåîìåòðèè, òàê ÷òî ñêà÷êîîáðàçíî âîçíèêàþò íî-
âûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ýòî îçíà÷àåò ñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð ôóíêöèîíàëü-
íîãî èíòåãðàëà, â ÷àñòíîñòè, îòñóòñòâèå òåîðèè âîçìóùåíèé âáëèçè ïëîñ-
êîé ãåîìåòðèè. Âûõîä ìîæåò ñîñòîÿòü â ñíÿòèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷å-
íèé íà òåíçîðû ïëîùàäîê, îáóñëîâëèâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðîâ ð¼-
áåð òàêèõ, ÷òî vσ2ab = εabcdl

c
1l

d
2/2 � òîãäà â (3) â êà÷åñòâå vσ2ab ôèãóðèðóþò

íåçàâèñèìûå àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû. Òåì ñàìûì ìû ïåðåõîäèì â ðàñ-
øèðåííîå êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òåîðèè, â êîòîðîì vσ2ab ïðîáå-
ãàþò ìàêñèìàëüíûé äèàïàçîí çíà÷åíèé. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå êëàññè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ (3) ïðèâîäÿò ê áëàãîïðèÿòíîìó äëÿ íàñ ðåøåíèþ
Rσ2(Ω) = 1, êîãäà äâèæåíèå âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé. Ïîñëå íàõîæ-
äåíèÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé çíà-
÷åíèé ïëîùàäîê íàéäåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ñóæàåì íà íóæíûé íàì
ôèçè÷åñêèé äèàïàçîí çíà÷åíèé vσ2ab. Çàìåòèì, ÷òî èäåÿ î òîì, ÷òî íàèáîëåå

20



åñòåñòâåííûå ïåðåìåííûå äëÿ èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå - ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ,
à íå äëèíû ð¼áåð, âûñêàçûâàëàñü è ðàíåå, íàïðèìåð, â ðàáîòå [30]. Ïëîùà-
äè òðàêòîâàëèñü êàê ôóíäàìåíòàëüíûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå â ðàáîòàõ
[31, 32].

Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó íàéòè ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë â äèñêðåò-
íîé òåîðèè òàêîé, ÷òîáû â ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè îí ïåðåõîäèë â
îáñóæäàåìûé âûøå îïðåäåë¼ííûé â êàíîíè÷åñêîì ôîðìàëèçìå (25), íåçà-
âèñèìî îò òîãî, êàêàÿ êîîðäèíàòà áåð¼òñÿ â êà÷åñòâå âðåìåíè. Ìû ïîêà-
çûâàåì, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå â 3-ìåðíîì èñ÷èñëåíèè Ðåäæå [33]
è â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå (4-ìåðíîì) ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê
[34]. Â ïîñëåäíåì äëÿ óñðåäíåíèÿ/âçÿòèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âåëè÷èíû
f({v}, {Ω}) å¼ íàäî èíòåãðèðîâàòü ñ

exp
[
iS̃({v}, {Ω})]

(26)

ïî òåíçîðàì ïëîùàäîê d3 +vσ2d3 −vσ2 è ïî ñâÿçíîñòÿì D +Ωσ3D −Ωσ3. Â ïî-
êàçàòåëå ýêñïîíåíòû îêàçûâàåòñÿ S̃, îòëè÷àþùååñÿ îò S (5) çàìåíîé ôóíê-
öèè arcsin z íà z. Ýòî íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, äåéñòâèå
S̃ ýêâèâàëåíòíî S ñ òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè íåçàâèñèìûõ
òåíçîðàõ ïëîùàäîê, ñ äðóãîé � èìåííî S̃ àâòîìàòè÷åñêè (áåç ïðèìåíåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ) îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïî âñåì íåäèíàìè÷åñêèì ïå-
ðåìåííûì λ (ñì. (7)) â ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. À ñîãëàñíî âûâîäó
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, èìåííî ôîðìà äåéñòâèÿ S(p, q, λ), ëèíåéíàÿ
ïî íåäèíàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì λ, äîëæíà ñòîÿòü â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåí-
òû, êîòîðóþ çàòåì èíòåãðèðóþò ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ dpdqdλ. Ñ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé æå òî÷êè çðåíèÿ, S̃ ñàìî ïî ñåáå ìîæåò ñëóæèòü äî-
ïóñòèìûì äåéñòâèåì, òàê êàê ñî ñòðåìëåíèåì ê íóëþ øàãà òðèàíãóëÿöèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè óãëîâûå äåôåêòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è ìîãóò áûòü
çàìåíåíû ñèíóñàìè îò íèõ, òàê ÷òî S̃ ñõîäèòñÿ ê äåéñòâèþ Ýéíøòåéíà.
Äàëåå, èíòåãðèðîâàíèå èä¼ò íå ïî âñåì òåíçîðàì ïëîùàäîê. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå â ñèëó ëèíåéíîñòè S̃ ïî òåíçîðàì ïëîùàäîê ìû ïîëó÷èì ïðîèçâåäå-
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íèå äåëüòà-ôóíêöèé îò êðèâèçíû (åñëè, íàïðèìåð, óñðåäíÿåòñÿ f = 1). Ýòî
ïðîèçâåäåíèå íå îïðåäåëåíî, òàê êàê ìàòðèöû êðèâèçíû Rσ2 äëÿ ðàçíûõ σ2

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì òîæäåñòâàìè Áèàíêè. Ïîýòîìó ÷àñòü òåíçîðîâ ïëî-
ùàäîê ôèêñèðóåòñÿ: ïî íèì íåò èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòà ôèêñàöèÿ â ïðåäåëå
íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, ñîîòâåòñòâèÿ ñ êîòîðûì ìû è äîáèâàåìñÿ, îêàçûâà-
åòñÿ íåêîòîðîé ôèêñàöèåé êàëèáðîâêè.

Ðàññìîòðåíèå â åâêëèäîâîé îáëàñòè (ñ âîçìîæíîñòüþ ïîñëåäóþùåãî àíà-
ëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â ìèíêîâñêóþ îáëàñòü) ÿâëÿåòñÿ â ðÿäå îòíîøå-
íèé áîëåå óäîáíûì è ïðîâîäèòñÿ â á�îëüøåé ÷àñòè ðàáîòû (â ÷àñòíîñòè,
èç-çà òîãî, ÷òî â ìèíêîâñêîé òåîðèè D ±Ω ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò íà ëî-
ðåíöåâûõ ïîâîðîòàõ, è îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà òðåáóåò îñòîðîæíîñòè). Ïðè
ýòîì êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òåíçîðàì ïëîùàäîê ñäâèãàåì ñîãëàñíî
vab → −ivab, ÷òîáû ýêñïîíåíòà ñ äåéñòâèåì ïî-ïðåæíåìó áûëà îñöèëëèðóþ-
ùåé. Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, íî íåàáñîëþòíî, êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöè-
îíàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Ìû ôèêñèðóåì åãî èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòà óñðåäíåíèÿ
ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò (ìîíîìîâ) òåíçîðîâ ïëîùàäîê.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñâîéñòâà óêàçàííûì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîãî åâêëèäî-
âà èíòåãðàëà ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì, ôîðìàëüíî ïîëó÷àþùèìñÿ èç îá-
ñóæäàâøåéñÿ âûøå ôîðìû ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â âîîáðàæàåìîì
ñëó÷àå òîëüêî îäíîé ïëîùàäêè.

< f(v) > =
∫

f(−iv)ei(
+v ◦ +R + −v ◦ −R)d3 +vd3 −vD +RD −R

=
∫

f(v)N (v)d3 +vd3 −v. (27)

Óñðåäíÿÿ ôóíêöèþ òîëüêî v, ìû òåì ñàìûì èíòåðåñóåìñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåé N (v) çíà÷åíèé ïëîùàäè. Èíòåãðàë ïî D +RD −R íàïîìèíà-
åò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åäèíèöû, íî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðíûõ
ïåðåìåííûõ ±φ (ïîâîðîò íà ±φ =

√
±φ2 âîêðóã îñè ±φ/ ±φ), êîòîðûå ïà-

ðàìåòðèçóþò ìàòðèöû ±R, ýòè ìàòðèöû è ýëåìåíòû èíòåãðèðîâàíèÿ D ±R

íåëèíåéíî çàâèñÿò îò íèõ. Ïîýòîìó âìåñòî äåëüòà-ôóíêöèè δ3( +v)δ3( −v)

ïîëó÷èì äëÿ N (v) ïèê íåíóëåâîé øèðèíû.
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Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå f(v) ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò v. Èíòåãðàë ïî d3 +v

d3 −v ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâîäíûì äåëüòà-ôóíêöèé îò (àíòèñèììåòðè÷íûõ ÷à-
ñòåé) +R, −R; èíòåãðèðîâàíèå æå äåëüòà-ôóíêöèé (ïî D +RD −R) êîíå÷íî.
Êîíå÷íîñòü èíòåãðàëîâ íåêîòîðîé ôóíêöèè (N (v)) ñ ëþáûìè ñòåïåíÿìè
å¼ àðãóìåíòîâ îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþùåé. Ïîâòîðèòü ýòî êà÷åñòâåííîå ðàññóæäåíèå ìû ìîæåì äëÿ ëþáî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèÿ Ðåäæå, (3), (5) èëè (6). Âû÷èñëèòü ïî ñâîèì ìî-
ìåíòàì èíòåãðàëû òèïà N (v) â ÿâíîì âèäå óäà¼òñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèé (5)
èëè (6), ýôôåêòèâíî 3-ìåðíûõ. Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþùèå ñïåöôóíêöèè (ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ) îò çíà-
÷åíèé ïëîùàäè. Âèä ðåçóëüòèðóþùèõ çàâèñèìîñòåé îò ïëîùàäè äëÿ ýòèõ
äâóõ ïðåäñòàâëåíèé àíàëîãè÷åí (ðàçëè÷èå â îñíîâíîì â òèïå ôóíêöèé Áåñ-
ñåëÿ). Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ôîðìóëû â áîëüøåé ÷àñòè ðàáîòû êàê ðàç è
ïèøóòñÿ â ïðèìåíåíèè ê ïðåäñòàâëåíèþ (5). Ïîëó÷àåì

N(v) =
K1(

√
+v2)

π
√

+v2

K1(
√ −v2)

π
√ −v2

, K1(l) =

π/2∫

0

dϕ

sin2ϕ
e−l/ sin ϕ, (28)

K1(l) - ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ.
Â ìèíêîâñêîé òåîðèè çàìåíÿåòñÿ ±v2 → − ±v2, ïîëó÷àåòñÿ N(v) =

|K1(
√− +v2)π−1(− +v2)−1/2|2, à êâàäðàòíûé êîðåíü √z ñòàíäàðòíî îïðåäå-

ë¼í â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C1 ñ ðàçðåçîì âäîëü îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè
Imz = 0,Rez ≤ 0, òàê ÷òî

√
1 = 1; òîãäà Re√z ≥ 0. Ïîëó÷àåì ýêñïî-

íåíöèàëüíîå óáûâàíèå äëÿ îáû÷íûõ, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ ïëîùàäîê
(− ±v2 > 0). Ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ íåò ëèøü âî âðåìåíèïîäîáíîé
îáëàñòè ( ±v2 > 0), òîëüêî ñòåïåííîå, òàê êàê òîãäà Re

√− +v2 = 0, íî è
ýòà ñèòóàöèÿ èçìåíÿåòñÿ äëÿ èçâåñòíîãî â ëèòåðàòóðå îäíîïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî îáîáùåíèÿ ôîðìû Êàðòàíà-Âåéëÿ íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà â
òåðìèíàõ òåòðàäû è ñâÿçíîñòè [35, 36, 37, 38]. Îíî ñâåëîñü áû ê ïåðåîïðå-
äåëåíèþ òåíçîðîâ ïëîùàäîê ±v → (1 ± i/γ) ±v â ïðåäñòàâëåíèÿõ (5), (6)
� ïåðåä ñàìî- è àíòèñàìîäóàëüíûì âêëàäàìè ïîÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû
1± i/γ (γ èçâåñòåí êàê ïàðàìåòð Áàðáåðî-Èììèðöè), ñóììà ýòèõ âêëàäîâ
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íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ äëÿ ñâÿçíîñòåé � ïî-ïðåæíåìó äåéñòâèå Ðåäæå.
Ó àðãóìåíòîâ ôóíêöèè Áåññåëÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü <

√
(i∓ 1/γ)2 ±v2 > 0

ïðè 1/γ 6= 0, è óáûâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíî.
Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ òåíçîðîâ ïëîùàäîê,

ìû ñóæàåì åãî íà ðåàëüíîå êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî çàâèñèìûõ
ïëîùàäîê. Òàê êàê ÷èñëî ð¼áåð ìåíüøå ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ, òî òåîðèÿ
ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäåé ïðåäïîëàãàåò íåîäíîçíà÷íîñòü äëèí
íà ñòûêå ñîñåäíèõ 4-ñèìïëåêñîâ. Ìû òðàêòóåì òàêóþ ñèñòåìó êàê ñèñòå-
ìó ñ ìåòðèêîé, ðàçðûâíîé íà òð¼õìåðíûõ ãðàíÿõ (òåòðàýäðàõ) [39]. Òî-
ãäà çàäà÷à ñîñòîèò â íàëîæåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòîðîâ ð¼áåð â
êàæäîì 4-ñèìïëåêñå, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì òåíçîðàì vσ2 è óñëîâèé îò-
ñóòñòâèÿ ðàçðûâîâ ìåòðèêè íà îáùèõ 3-ìåðíûõ ãðàíÿõ ïàð 4-ñèìïëåêñîâ.
Ðåçóëüòàò îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåòñÿ òðåáîâàíèåì "îòñóòñòâèÿ ðåø¼òî÷íûõ
àðòåôàêòîâ" , ò. å. ìàêñèìàëüíîé íåçàâèñèìîñòè îò âîçìîæíûõ äâèæåíèé
ãðàíåé. Èñêîìîå ñóæåíèå ïîëó÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, óìíîæåíèåì íà äåëüòà-
ôóíêöèîííûé ôàêòîð, âûðàæàþùèé ñîáîé èñ÷åçíîâåíèå ðàçðûâîâ èíäó-
öèðîâàííîé íà ãðàíÿõ ìåòðèêè. Ýòîò ôàêòîð îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî òðå-
áîâàíèåì íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà ðåïåðíîé òðîéêè âåêòîðîâ, çàäàþùèõ
òð¼õìåðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü êàæäîé ãðàíè, íà êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâ-
íåíèå ìåòðèê, èíäóöèðîâàííûõ èç äâóõ ñîäåðæàùèõ ãðàíü 4-ñèìïëåêñîâ.
Âî-âòîðûõ, äîëæåí áûòü äåëüòà-ôóíêöèîííûé ôàêòîð, âûðàæàþùèé ñîáîé
óñëîâèÿ òîãî, ÷òî òåíçîðû ïëîùàäîê âíóòðè äàííîãî 4-ñèìïëåêñà ïîñòðî-
åíû íà êàêèõ-òî âåêòîðàõ ð¼áåð, íàïðèìåð, εabcdv

abvcd = 0 [40]. Îí òàêæå
ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ôèêñèðîâàí òðåáîâàíèåì íåçàâèñèìîñòè îò àôôèí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé òåòðàä âåêòîðîâ ð¼áåð â êàæäîì 4-ñèìïëåêñå. Ïî ïî-
ñòðîåíèþ, äàííûå ôàêòîðû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèé îáùåãî
ìàñøòàáà äëèí.

Èòàê, âåðîÿòíîñòü ñïàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè áîëüøèõ ïëîùàäÿõ. Íî
èìåþòñÿ åù¼ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî d6vσ2. Ïóñòü x - õàðàêòåðíûé ìàñøòàá
ïëîùàäåé â äàííîé îáëàñòè. Åñëè â äàííîé îáëàñòè èìååòñÿ n ïëîùàäîê,
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ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä (e−xxα)n. Ïîäñ÷¼ò ñòåïåíåé äà¼ò α >

0. Ïðè áîëüøîì n ýòî ïðèáëèæàåòñÿ ê δ(x − α). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ
êîíå÷íîñòè òåîðèè îòñóòñòâèå äëèí ìåíüøå íåêîé âåëè÷èíû íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì; äîñòàòî÷íî èìåòü äîñòàòî÷íî áûñòðîå ñòåïåííîå ñïàäàíèå
âåðîÿòíîñòè, ñâî¼ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ýôôåêòà.

Â Çàêëþ÷åíèè ñóììèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå:

1. Èñ÷èñëåíèå Ðåäæå ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ âåêòîðîâ ð¼áåð è ìàò-
ðèö ñâÿçíîñòåé (êîíå÷íûõ âðàùåíèé). Äåéñòâèå ìîæåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç
òåíçîðû òðåóãîëüíèêîâ è ìàòðèöû ñâÿçíîñòåé â ðàçíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.
Ýòî àíàëîãè ôîðìû Êàðòàíà-Âåéëÿ äëÿ äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà â íåïðåðûâ-
íîé ÎÒÎ.

2. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óäà¼òñÿ íàéòè õîðî-
øî îïðåäåë¼ííûé ïðåäåë íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü
êàíîíè÷åñêèé ôîðìàëèçì èñ÷èñëåíèÿ Ðåäæå (äëÿ äåéñòâèÿ Ðåäæå â òåðìè-
íàõ òîëüêî äëèí ýòî ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé çàäà÷åé). Ðàññìîòðåíèå òåîðèè â
ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè è êàíîíè÷åñêèé ôîðìàëèçì óïðîùàþò àíà-
ëèç ïðîáëåìû íà÷àëüíûõ äàííûõ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè è íåîáõîäèìû äëÿ
êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû.

3. Íàéäåíî, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ òð¼õìåðíîå
(ïðîñòðàíñòâåííîå) äèñêðåòíîå ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â èñ÷èñëå-
íèè Ðåäæå â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, îáëàäàþò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì (âî
âðåìåíèïîäîáíîé îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ èíäåêñîâ îáëàñòè) ñ âåëè÷èíîé
êâàíòà ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà.

4. Ðàññìîòðåíû ïîëÿ ìàòåðèè â ãåîìåòðèè Ðåäæå. Íàéäåíî, ÷òî íåïðå-
ðûâíûå ïîëÿ ìàòåðèè ïëîõî îïðåäåëåíû â 4-ìåðíîì èñ÷èñëåíèè Ðåäæå íà
êâàíòîâîì óðîâíå èç-çà δ-ôóíêöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êðèâèçíû è ïîòîìó
äîëæíû áûòü äèñêðåòèçîâàíû.
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5. Òî÷íî òàê æå íàéäåíî, ÷òî è íåïðåðûâíûå ïîëÿ äóõîâ Ôàääååâà-
Ïîïîâà ñàì�îé ãðàâèòàöèè ïëîõî îïðåäåëåíû â 4-ìåðíîì èñ÷èñëåíèè Ðå-
äæå íà êâàíòîâîì óðîâíå èç-çà δ-ôóíêöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êðèâèçíû.
Äèñêðåòèçóÿ æå ýòè ïîëÿ, ìîæíî íàéòè, ÷òî ôàêòîð Ôàääååâà-Ïîïîâà â
ôåéíìàíîâñêîì èíòåãðàëå ïî ïóòÿì ñèíãóëÿðåí âáëèçè ïëîñêîé ãåîìåò-
ðèè. Ýòî îçíà÷àåò íåïðèìåíèìîñòü òåîðèè âîçìóùåíèé âáëèçè ïëîñêîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ôèçè÷åñêóþ íåàäåêâàòíîñòü äàííîãî ïîäõîäà ê
êâàíòîâàíèþ (êîíñòðóèðîâàíèå àíçàöà Ôàääååâà-Ïîïîâà â íåïðåðûâíîé
òåîðèè ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåíîñîì åãî íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé).

6. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè âèäà ìåðû (ýëåìåíòà èíòåãðèðî-
âàíèÿ) â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå â èñ÷èñëåíèè Ðåäæå, íàèëó÷øèì îá-
ðàçîì àïïðîêñèìèðóþùåé è â òî æå âðåìÿ äîîïðåäåëÿþùåé ìåðó â íåïðå-
ðûâíîé ÎÒÎ â òîì ñìûñëå, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ñ ýòîé ìåðîé îïðåäåë¼ííûõ
ïðîáíûõ ôóíêöèé ìåòðèêè ("ôóíêöèîíàëüíûõ ïëîñêèõ âîëí") äà¼ò òîò æå
ðåçóëüòàò, ÷òî è èíòåãðèðîâàíèå èõ ñ ìåðîé â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå
íåïðåðûâíîé òåîðèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òàêèå ìåðû (ñîîòâåò-
ñòâåííî òîìó, êàêàÿ ìåòðèêà, êî- èëè êîíòðàâàðèàíòíàÿ, áåð¼òñÿ çà îñíîâó),
èõ ñâîéñòâà èçó÷åíû.

7. Îáñóæäàåòñÿ èñ÷èñëåíèå Ðåäæå â ïðåäñòàâëåíèè ñ ìàòðèöàìè ñâÿç-
íîñòåé è òåíçîðàìè ïëîùàäîê. Íåñèíãóëÿðíàÿ (âáëèçè ïëîñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè) òåîðèÿ âîçíèêàåò ïðè òðàêòîâêå òåíçîðîâ ïëîùàäîê êàê íå-
çàâèñèìûõ. Íàéäåíà ôîðìà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, êîòîðàÿ â íå-
ïðåðûâíîì ïðåäåëå âäîëü ëþáîé èç êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé (ãà-
ìèëüòîíîâîé) ôîðìå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, â êîòîðîì ðîëü âðåìåíè
èãðàåò ýòà êîîðäèíàòà. Ýòà ìåðà ïðèâîäèò ê êîíå÷íûì (ïîðÿäêà ïëàíêîâ-
ñêîãî ìàñøòàáà) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì âàêóóìíûì ñðåäíèì ôóíê-
öèé ïëîùàäåé.

8. Ìû òðàêòóåì òåîðèþ ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê êàê ñèñòå-
ìó ñ ìåòðèêîé, ðàçðûâíîé íà òð¼õìåðíûõ ãðàíÿõ (òåòðàýäðàõ). Íàëîæå-

26



íèå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè èíäóöèðîâàííîé íà ãðàíÿõ ìåòðèêè ïîçâîëÿåò
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñóæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñè-
ìûõ òåíçîðîâ ïëîùàäîê íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíûõ çà-
âèñèìûõ ïëîùàäîê èç òðåáîâàíèÿ "îòñóòñòâèÿ ðåø¼òî÷íûõ àðòåôàêòîâ" ,
ò. å. ìàêñèìàëüíîé íåçàâèñèìîñòè îò âîçìîæíûõ äâèæåíèé ãðàíåé.

9. Îïðåäåëÿÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ òåíçîðîâ
ïëîùàäîê èç êîíå÷íûõ âàêóóìíûõ ñðåäíèõ äëÿ ïðîèçâåäåíèé èõ êîìïîíåíò
(ïóíêò 7) êàê ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåå ñ ïëîùàäÿìè è ñóæàÿ ýòî ðàñ-
ïðåäåëåíèå íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíûõ çàâèñèìûõ òåí-
çîðîâ ïëîùàäîê (ïóíêò 8), ïîëó÷àåì îñíîâíîé âûâîä î òîì, ÷òî âåðîÿò-
íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëèí ñêîíöåíòðèðîâàíî âîêðóã ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
íàïîäîáèå δ-ôóíêöèè, òàê ÷òî âêëàä ïðîèçâîëüíî ìàëûõ äëèí ïîäàâëåí è
òåîðèÿ êîíå÷íà íàïîäîáèå òåîðèè ïîëÿ íà îáû÷íîé ðåø¼òêå ñ ôèêñèðîâàí-
íûì øàãîì.
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