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О чем говорим (план)?

1. Критические индексы.
2. Универсальность.
3. Какие бывают примеси (беспорядок)?
4. Трудности исследования примесных систем.
5. Модель Изинга с вмороженным беспорядком.
6. Модель Поттса с q=3 и вмороженным беспорядком.
7. Модель Поттса с q=4 и вмороженным беспорядком.
8. Некоторые выводы.
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Что такое критический индекс???
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Критический индекс!!!

Еще индексы!!!

β, γ, ν, δ, η и др.

???     
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Что такое критический индекс???
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Критический индекс!!!

Еще индексы!!!

γ, ν, δ, η и др.

???     

М

Критические индексы 
связаны соотношениями:
1. αααα+2ββββ+γγγγ ≥2;

2. dνννν ≥ 2 - αααα ;

3. …………..  .
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Универсальность!
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Критич.
параметр

4.81874.7734.795

0.0380.0400.037

1.3861.3151.239

0.3660.34850.3265

-0.117-0.0120.108

0.7060.6710.6305

0.6930           0.45420.2216595

Гейз. (n=3)ХУ (n=2)Изинг (n=1)

Класс универсальности, d=3.

Класс универсальности критического поведения зависит:
1. От размерности пространства d;
2. От числи компонент параметра порядка n;
3. От радиуса характерного взаимодействия;
4. От симметрии системы;
5. От чего-нибудь еще…???

1. Дипольный;
2. Полимерный.
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Почему надо изучать системы с
примесями (с Беспорядком!! )??

1. Это позволяет включать в рассмотрение 
макроскопические эффекты беспорядка, всегда 
присутствующие в реальных материалах.

2. Позволяет понять многие особенности других систем 
(спиновых стекол, жидкостей, полимеров и др.)

3. Имеет большой академический интерес!!!



Какие бывают примеси??

ЧтоЧто произойдет, если в систему внесены произойдет, если в систему внесены 
немагнитные примеси  (беспорядок) ??немагнитные примеси  (беспорядок) ??

1. Примеси отожжены – anneled model τimp ~ τspin.

2. Примеси заморожены    – quenched model τimp>>τspin.
3. Примеси коррелированы.
4. Примеси имеют градиент распределения.

Немагнитные примеси влияют только на системы с α>0 !!!

Критерий Харриса !!!

7Harris A.B. J. Phys. C: Solid State Phys. 7 1671 (1974)



Если в системе  отожженый (anneled) 
беспорядок τimp ~ τspin и αpure >0,

в системе происходит перенормировка Фишера:
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Fisher M.E. Phys. Rev. 176, 257 (1968)
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Здесь

возможны три 
случая:

ЕслиЕсли αα<0<0, , тото
беспорядок не влияет

на критическое

поведение (модель
Гейзенберга)

ЕслиЕсли αα=0=0, , тото
маргинальныймаргинальный случайслучай

(2(2dd модельмодель ИзингаИзинга) ) 
ии теплоемкостьтеплоемкость

приобретаетприобретает видвид::

ЕслиЕсли αα>0>0, , тото
меняетсяменяется

критическоекритическое

поведениеповедение

(3(3dd ИзингИзинг, , ПоттсПоттс?)?)

)ln(ln(~)( 11
ττ rC

Вмороженный беспорядок !!
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ПримесиПримеси

некоррелинекоррели--
рованырованы !!!!!!



Вмороженный беспорядок приводит к смене характера 
критического поведения (факт!) !!!

1. Зависят ли новые критические индексы от концентрации спинов p=?;
2. Если «да», то каким образом?
3. Почему многие традиционные схемы РГ для этих систем не работают?
4. Почему критическая динамика и статика проявляют совершенно разную зависимость от p?
5. Что делать, если все теоретические подходы применимы только  при p>>u?
6. Влияет ли на критическое поведение  коррелированность примесей?
7. Зависит ли критическое поведение от характера корреляции примесей?
8. ???

Это приводит к множеству других вопросов  ???
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1.1. КритическоеКритическое поведение поведение примесныхпримесных систем должно быть систем должно быть 
универсальным и не зависит от концентрации примесей универсальным и не зависит от концентрации примесей (c)(c);;

22.. Концентрация (с) определяет лишь температурный интервал Концентрация (с) определяет лишь температурный интервал 

ττ<ττ*(*(cc))=C=C1/ 1/ αα вблизивблизи ТТ
сс
нана которомкотором происходитпроисходит кроссоверкроссовер

вв новыйновый критическийкритический режимрежим;;
3.   3.   νννννννν>2/d;>2/d;
4.   4.   Показано, что если, для Показано, что если, для примесныхпримесных системсистем ααrandomrandom>0>0, , 

тото фиксированнаяфиксированная точкаточка нене стабильнастабильна!!!!
5.    Когда αα=0=0

НаНа сегодняшний день теория полагает, что:сегодняшний день теория полагает, что:
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Какие вопросы  возникают при теоретическом изучении 
примесных систем??

1. Применение аппарата РГ затруднено нарушением репличной симметрии 
(НРС). Это делает РГ потоки не устойчивыми(?).

2. В таких системах возникает макроскопическое число локальных минимумов 
энергии, разделенных барьерами, тогда применение традиционных РГ схем 
вызывает большие сомнения.

3. Во всех РГ схемах с<<1, как быть при не малых с,  какой концентрации спинов 
соответствуют РГ индексы,?

4. Многие традиционные схемы РГ для примесных систем вырождаются. 
Например, ε-разложение в √ ε разложение бесполезное при количественных 
расчетах.

5. Полученные РГ ряды не суммируемы по Борелю. Пересуммирование типа 
Паде-Бореля дает сходящуюся последовательность в низких порядках по 
теории  возмущения, но не работает в высоких порядках.

6. С проблемой НРС, возможно, связана проблема фазы Гриффица. 
Т
с
<T<T0, T0- критическая температура чистой модели.

})/exp{(~)()0( λτttxx −><

12Prudnikov V.V.,… J. Phys. A: Math. Gen. 34 L145 (2001)



Что дает ЭКСПЕРИМЕНТ   ???

1. Качество образцов;
2. Проблема множества однотипных образцов;
3. Градиенты концентраций;
4. Разные методы для каждого КИ;
5. Разные установки для разных параметров;
6. Значительно труднее выйти на асимптотический критический режим;
7. Проблема определения критической температуры;
8. И т.д.

FeF2 – идеальный изинговский АФ,  можно и MnF2 !!
Обычно используют образцы:
FepZn1-pF2 или MnpZn1-pF2

Однозначных ответов нет!  Причин много: 
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p=0.93

p=0.93

p=0.93

p=0.5

p=0.52

0.31<p<0.84

p=0.4; 0.55; 

0.83 

p=0.5

p=0.5

p=0.75, 

p=0.5, τ>0
p=0.5 τ<0

p=0.99-0.95

p=0.46

p=0.6; 0.5

Концент.  p

0.701.34FepZn1-pF2

0.711.35FepZn1-pF2

-0.10FepZn1-pF2

0.36FepZn1-pF2

0.35FepZn1-pF2

-0.09FepZn1-pF2

-0.09MnpZn1-pF2

0.35FepZn1-pF2

0.33MnpZn1-pF2

0.715±0.035

0.75±0.05
0.76±0.08

1.364±0.076

1.57±0.16
1.56±0.16

MnpZn1-pF2

0.36FepZn1-pF2

0.691.31FepZn1-pF2

-0.090.731.44FepZn1-pF2

ανγβОбразец

ЭкспериментальныеЭкспериментальные значения критических индексов веществ,значения критических индексов веществ,

соответствующих соответствующих примеснойпримесной 33d d модели модели ИзингаИзинга::
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МетодМетод МонтеМонте--КарлоКарло ии проблемыпроблемы исследованияисследования QIM!QIM!

1. Для МК исследования надо L≥20 !!;
2. Т

с
определенное по максимумам теплоемкости и восприм. не годится;

3. Результаты могут зависеть от алгоритма;
4. Серьезная проблема рост уср. <…>, с уменьшением концентрации p !!!
5. Появляется проблема «самоусреднения»: оказалось, что

самоусреднение реализуется только для слабого беспорядка!!
6. Другая серьезная проблема – это тип ансамбля: БКА или КА!! Одни и те

же авторы (Aharony, Harris, Wiseman) в одной работе утверждают о
различном критическом поведении в БКА и КА!!

7. В другой работе они же показали, что БКА и КА образуют один и тот же
класс универсальности, отличие заключается лишь в коррекции к
скейлингу!!!

1. Для критических температур показано:
Т
с
(p=0.6)=2.422 – БКА;

Т
с
(с=0.6)=2.422 – КА

2. Показано, что если для QIM αrandom>0, то фиксированная не стабильна!!
3. Показано, что если для QIM αrandom<0, то фиксированная точка стабильна

для обеих типов распределения примесей!!
4. Почему Rχ(C)  >>Rχ(max)

15



Гамильтониан примесной модели Изинга имеет вид:

где

• Кластерный алгоритм (алгоритм Wolf);
• Усреднение выполнялось по цепи длиной (ττττ~300ττττ0);
• Рассматривались системы с концентрацией спинов p=0.95, 0.9, 0.8,

0.7, 0.65, 0.6;
• Усреднение выполнялось по 60-500 различным конфигурациям

примесей;
• Изучались системы с размерами L=20÷÷÷÷60.

∑−=
ji

jjii SS
J

H
,2

ρρ

Что дает МК эксперимент (наши данные)???
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Теплоемкость и восприимчивость модели Изинга
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Намагниченность и кумулянт Биндера !
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Зависимость кумулянта Биндера от температуры для

разных концентрации спинов p!
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3d bond-diluted Ising model 
(P.E. Berche, cond-mat 0402596, 2006)
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3d site-diluted  Ising model (наши результаты)

A.K. Murtazaev, A.B.Babaev, JMMM 321, p.2630 (2009)
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Статическая теория конечно-размерного
скейлинга

Из этих выражений следует:

L>>1,  ττττ =t<<1.  T=TN →→→→ m∼∼∼∼ L-ββββ/νννν ,   χ∼χ∼χ∼χ∼Lγγγγ/νννν.

( ) ( )ν/1, tLFLLTF d−=

,
)( 1 ν−+= aL

J

Tk

J

LTk cBcB

),(~),( 1
0

ννα LtCLLTC

),(~),( 1
0

ννβ LtmLLTm −

),(~),( 1
0

ννγ χχ tLLLT
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ν
α

АLLCLC −∞== )()( maxmax
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Зависимость теплоемкости, восприимчивости и намагниченности
от размеров системы L при p=1.0, Т=Т

с
.
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Зависимость теплоемкости, восприимчивости и намагниченности
от размеров системы L при p=0.80 , Т=Т

с
.
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Зависимость теплоемкости, восприимчивости и намагниченности
от размеров системы L при p=0.60, Т=Т

с
.
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Зависимость параметра Vi от размеров системы L для разных
значений p, при Т=Т

с
.
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p ωωωω νννν 1/νννν αααα γγγγ γγγγ/νννν ββββ ββββ/νννν 2ββββ/νννν+γγγγ/νννν
=3

1.00 - 0.624(2) 1.602 0.108(2) 1.236(2) 1.980 0.322(3) 0.511 3.002

0.95 0.25 0.681(2) 1.468 -0.010(2) 1.344(2) 1.975 0.339(2) 0.497 2.969

0.90 0.25 0.687(2) 1.682 -0.014(3) 1.347(2) 1.961 0.344(2) 0.504 2.968

0.80 0.25 0.683(3) 1.463 -0.016(3) 1.349(2) 1.975 0.338(2) 0.515 3.005

0.70 0.37 0.713(3) 1.403 -0.087(4) 1.425(3) 1.998 0.356(3) 0.499 2.996

0.65 0.37 0.711(7) 1.406 -0.091(5) 1.424(3) 2.004 0.354(3) 0.498 2.999

0.60 0.37 0.712(8) 1.404 -0.093(9) 1.426(5) 2.004 0.353(8) 0.497 2.998

РезультатыРезультаты МКМК исследованийисследований !!!!!!
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ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ
3D модель Изинга с вмороженным беспорядком

(наши результаты)1

1A.K. Murtazaev, A.B.Babaev, JMMM 321, p.2630 (2009)

1. Класс универсальности критического поведения 3D модели Изинга с

вмороженным беспорядком при малых концентрациях примесей (p ≥ 0.8)  
характеризуется новым набором критических индексов и этот набор

отличаются от соответствующего для чистой модели Изинга (p=1.0); 

2. Сильно разбавленные системы (p≤0.65) характеризуется другим набором

критических индексов и образует свой класс универсальности;

Тогда, очевидно, что существуют и две кроссоверные

области:
1. Область между чистой (p=1.0) и слаборазбавленной (p ≥ 0.8) системами;

2. Область между слаборазбавленной (p≈0.8) и сильноразбавленной (p ≤0.65) 
системами;

Из этого следует !!!
Противоречивый характер и несогласованность результатов

исследований объясняется наличием и растянутостью

кроссоверных областей, на которые приходится большинство
исследований!!!
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МОДЕЛЬ

Трехмерная разбавленная

модель Поттса с числом

состояний спина q=3
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тем, что она служит основой теоретического описания широкого ряда
разнообразных объектов и явлений в физике конденсированных сред. 
К их числу относятся:

� Сложные магнетики, например анизотропные ферромагнетики
кубической структуры DyAl2 в сильном магнитном поле

� Сегнетоэлектрики

� Спиновые стекла

� Многокомпонентные сплавы и жидкости в пористой среде.
� Адсорбция благородных газов на адсорбентах типа графита

� Фазовые переходы на границах раздела

� Структурные фазовые переходы в материалах SrTiO3, Pb3(PO4)2
относятся к классу универсальности модели Поттса с q=3

� Перколяционные явления

ИНТЕРЕС К МОДЕЛИ ПОТТСА обусловлен

33



СхематическоеСхематическое изображение  модели изображение  модели ПоттсаПоттса с числом с числом 

состояний спина состояний спина qq

34

q=2 (модель 
Изинга)

q=3 q=4

nθ

1,,2,1,0,
2 −== qn
q

n
n L

πθ

•θ=2πn/q; n=0, 1, 2 ,…, q-1

•q=3, n=0,1,2; θ=0; 2π/3; 4π/3

�q=4, n=0,1,2,3; θ=0; π/2; π; 3π/2



ФАЗОВАЯФАЗОВАЯ ДИАГРАММАДИАГРАММА

�Если q>qc(d) - в чистой модели 
Поттса наблюдается ФП 1-го рода,  
d- размерность системы, qc –
критическое число состояний 
спина

�Если q<qc(d) -в чистой модели 
Поттса наблюдается ФП 2-го рода.

�Для чистой 2d модели Поттса

qc(d=2)=4 и наблюдается ФП 2-го 
рода

�Для чистой 3d модели Поттса

qc(d=3)=2.45  наблюдается слабо 
выраженный ФП 1-го рода

�[1] Y. Imry and M. Wortis, Phys. Rev. B 19, 3580 (1979)

�[2] K. Hui and A.N. Berker, Phys. Rev. Lett. 62, 2507 (1989)

�[3] N. Clark, Phys. Phys. Rev. Lett. 71, 3505, (1993) 35



Гамильтониан примесной модели Поттса имеет вид:

• Кластерный алгоритм (алгоритм - Wolf);
• Для системы p=1.0 отсекался неравновесный участок длиной τ0 ~2х106

МКшагов/спин;
• Усреднение выполнялось по цепи длиной (τ~300τ0);
• Рассматривались системы с концентрацией спинов p=0.95, 0.9, 0.8, 0.7, 0.65
• Усреднение выполнялось по 60-1000 различным конфигурациям примесей;
• Изучались системы с размерами L=20÷60.

Что дает МК эксперимент (наши данные)???
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N1 – число спинов в состоянии q=1,

N2 – число спинов в состоянии q=2,

N3 – число спинов в состоянии q=3,

… … … … … … … … … … … …

Nq – число спинов в состоянии q

{ },,,,max 321max qNNNNN K=

Chatelain C., Berche B., Janke W., Berche P.-E. // Nuclear Physics B 719,3,275, 2005.

РАСCЧИТЫВАЕМЫЕ ПАРАМЕТРЫ
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Кумулянты Биндера
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РАСCЧИТЫВАЕМЫЕ ПАРАМЕТРЫ
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Восприимчивость: модель Поттса с q=3 при

p=1.0 и p=0.9



Намагниченность: модель Поттса с q=3 
при p=1.0 и p=0.95
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Теплоемкость: модель Поттса с q=3 при

p=1.0 и p=0.9
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Восприимчивость: модель Поттса с q=3 при

p=1.0 и p=0.9



Температура фазового перехода

Куммулянты Биндера:
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Кумулянты Биндера для систем с р=0.95
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3D модель Поттса с числом состояний

спина q=3
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Кумулянты Биндера для систем с р=0.65



Зависимость кумулянтов Биндера (VL)min от

L при p=1.0 и p=0.95. 
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3D модель Поттса с числом состояний спина q=3
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Зависимость намагниченности и восприимчивости от

размеров системы L при p=0.9 и Т=Т
С

3D модель Поттса с числом состояний спина q=3
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p Tc νννν α γγγγ ββββ αααα+2ββββ+γγγγ=2

0.95 1.724(2) 0.683(3) -0.001(3) 1.273(3) 0.364(3) 2.000

0.90 1.634(2) 0.671(4) -0.008(4) 1.275(4) 0.365(4) 1.997

0.80 1.449(2) 0.679(4) -0.018(4) 1.279(4) 0.372(4) 2.005

0.70 1.245(3) 0.684(6) -0.025(6) 1.281(6) 0.374(6) 2.004

0.65 1.127(4) 0.688(8) -0.027(8) 1.284(8) 0.376(8) 2.009

Результаты МК исследований

3D модель Поттса с числом состояний спина q=3

Статические критические индексы трехмерной разбавленной

модели Поттса с числом состояний q=3
(данные наших численных экспериментов)



Основные выводы:

49
А.К.Муртазаев, А.Б. Бабаев, Г.Я. Азнаурова . ЖЭТФ, 2009,  т.136, №3.
A.K. Murtazaev, A.B. Babaev, G.Ya. Aznaurova. Solid State Phenomena , 2009, V.152-153, P. 571.

В 3D модели Поттса с q=3 в отсутствии структурного
беспорядка наблюдается поведение характерное для фазового
перехода первого рода.

Внесение в систему беспорядка в виде немагнитных примесей с, 
с=1-p , где p =0.95; 0.9; 0.8; 0.7; 0.65 в трехмерной разбавленной

модели Поттса c q=3 изменяет фазовый переход
с первого рода на второй.

Значения КИ при концентрации p =0.95; 0.9; 0.8; 0.7; 0.65 достаточно

хорошо согласуются друг с другом и не проявляют зависимость

от значений p.



Трехмерная разбавленная

модель Поттса с числом

состояний спина q=4

МОДЕЛЬ
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Трехмерная слабо разбавленная модель Поттса
с числом состояния q=4.

• Гамильтониан

где J – параметр обменного ферромагнитного
взаимодействия
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3D модель Поттса с числом состояний спина q=4



�Исследовались системы с линейными
размерами L××××L××××L=N, L=20÷÷÷÷32 на основе
однокластерного алгоритма Вольфа метода
Монте-Карло

�Рассматривались системы с периодическими
граничными условиями и с концентрацией
спинов p=1.0, 0.9, 0.7, 0.65

�Немагнитные примеси распределялись по
системе каноническим способом (фиксацией
доли магнитных узлов)

3D модель Поттса с числом состояний спина q=4

52

Что и как исследовалось ?!!



Температурная зависимость намагниченности и

восприимчивости для различных L системы при p=0.9.
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Температурная зависимость теплоемкости для

различных L при p=0.9.
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Температурная зависимость восприимчивости и

теплоемкости для различных L при p=0.65
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Температура фазового перехода для

систем с концентрацией спинов p=1.00
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3D модель Поттса с числом состояний спина q=4

Температура фазового перехода для слабо разбавленной модели

Поттса с q=4 при концентрации спинов p=0.90
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Температурная зависимость кумулянтов Биндера для сильно  разбавленной модели 
Поттса с числом состояний спина q=4 при  p=0.70
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Температура фазового перехода для сильно разбавленной модели

Поттса с q=4 при концентрации спинов p=0.65
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3D модель Поттса с числом состояний спина q=4
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Зависимость намагниченности, восприимчивости и

теплоемкости от размеров системы L при p=0.65 и Т=Т
с
.
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3D модель Поттса с числом состояний спина q=4
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ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ:

� В модели Поттса с числом состояний спина q=4 в отсутствии структурного
беспорядка (p=1.0) и в области слабого разбавления (p=0.90) наблюдается
поведение характерное для фазовых переходов первого рода. 

� В сильно разбавленной области (p=0.65) внесение в систему вмороженного
беспорядка в виде немагнитных примесей с, с=1-p изменяет фазовый
переход первого рода на фазовый переход второго рода. 

� Численные значения КИ,  рассчитанные в сильно разбавленной области
p=0.65 имеют значения αααα =-0.139(11),ββββ=0.514(24), γγγγ=1.133(30), νννν=0.745(13)и
достаточно хорошо удовлетворяют скейлинговому соотношению:  

22 =++ γβα

3D модель Поттса с числом состояний спина q=4 61

1. А.К. Муртазаев, А.Б. Бабаев, Г.Я. Азнаурова. ФНТ, 2011, т. 37,№2, с.167-171

2. A.K. Murtazaev, A.B. Babaev, G.Y. Aznaurova. Solid State Phenomena, 2011, Vols. 168-169, p. 357-360

02.22 =++ γβα
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Глобальный вывод !!!

Вмороженный беспорядок на разные

спиновые модели влияет по разному !!!1.

Критическое поведение спиновых моделей с вмороженным
беспорядком зависит и от особенностей самого беспорядка!!

Критическое поведение спиновых моделей с вмороженным
беспорядком может зависеть и от чего-нибудь еще!!

2.

3.



1.1. СистемыСистемы с частично с частично отожженымотожженым
беспорядком!!беспорядком!!

2.2. Системы, в которых примеси присутствуют Системы, в которых примеси присутствуют 
в виде случайных магнитных полей!! в виде случайных магнитных полей!! 

3.3. Динамику Динамику примесныхпримесных систем!!систем!!

Что мы не рассмотрели совсем ??
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